Modelling 3D Forest Structure for Improved Retrieval of Forest Biophysical Properties by Janoutová, Růžena
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
VYSOKÉ UENÍ TECHNICKÉ V BRN




MODELLING 3D FOREST STRUCTURE FOR IMPROVED
RETRIEVAL OF FOREST BIOPHYSICAL PROPERTIES












❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ♦❢ s♣r✉❝❡ st❛♥❞ ✉s✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s♣r✉❝❡ tr❡❡ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r❡❝✐s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ❢♦✲
r❡st ❝❛♥♦♣②✱ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ t♦ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❡st st❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ r❡tr✐❡✈❛❧s ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝tr❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ r❡tr✐❡✈❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♦♣t✐♠❛❧ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② s✐♠✲
♣❧❡r tr❡❡ ❝r♦✇♥ s❤❛♣❡s✳
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✸❉ ♠♦❞❡❧ s♠r❦✉ ③❥❡❞♥♦❞✉➨✐t✳ P➦❡s♥ý ✸❉ ♠♦❞❡❧ s♠r❦✉ s♣♦❧❡↔♥➙ s ❞♦st✉♣♥ý♠✐ ❧❡t❡❝❦ý♠✐ ❞❛t②
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✈ý♣♦↔❡t♥í ♥ár♦↔♥♦stí ❛ ♣➦❡s♥♦stí ✈ýs❧❡❞♥é ♦❞r❛③✐✈♦st✐ ③ ♠♦❞❡❧✉ ♣➦❡♥♦s✉ ③á➦❡♥í✳ ◆ás❧❡❞♥➙ ❜②❧
♦♣t✐♠á❧♥í ♠♦❞❡❧ s♠r❦✉ ✈②✉➸✐t ♣r♦ ♦❞❤❛❞② ✈❡❣❡t❛↔♥í❝❤ ♣❛r❛♠❡tr➲ ③❡ s❛t❡❧✐t♥í❝❤ s♥í♠❦➲✳ P➦❡s✲
♥♦st ♦❞❤❛❞➲ ❜②❧❛ ♦✈➙➦❡♥❛ ♦♣r♦t✐ ♣♦③❡♠♥í♠ ♠➙➦❡♥í♠ ♦❞❤❛❞♦✈❛♥ý❝❤ ♣❛r❛♠❡tr➲✳ ◆❛ ③á✈➙r ❜②❧②
♣♦r♦✈♥á♥② ✈ýs❧❡❞❦② ③ ♦❞❤❛❞➲ ✈❡❣❡t❛↔♥í❝❤ ♣❛r❛♠❡tr➲ ♣♦♠♦❝í ♦♣t✐♠á❧♥í❤♦ ✸❉ ♠♦❞❡❧✉ s♠r❦✉
s ✈ýs❧❡❞❦② ③ tr❛❞✐↔♥í❤♦ ♣➦íst✉♣✉ ♣♦♠♦❝í ♠♦❞❡❧➲ str♦♠✉ s ❣❡♦♠❡tr✐❝❦② ❥❡❞♥♦❞✉➨í♠✐ t✈❛r② ❦♦r✉♥✳
❑❡②✇♦r❞s
r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧✱ ❉❆❘❚✱ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❑❧í↔♦✈á s❧♦✈❛
♠♦❞❡❧ ♣➦❡♥♦s✉ ③á➦❡♥í✱ ❉❆❘❚✱ ✸❉ ♠♦❞❡❧ s♠r❦✉✱ ♦❞❤❛❞② ✈❡❣❡t❛↔♥í❝❤ ♣❛r❛♠❡tr➲
❏❆◆❖❯❚❖❱➪✱ ❘✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✸❉ ❢♦r❡st str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❢♦r❡st ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❇r♥♦✿ ❱②s♦❦é ✉↔❡♥í t❡❝❤♥✐❝❦é ✈ ❇r♥➙✱ ❋❛❦✉❧t❛ str♦❥♥í❤♦ ✐♥➸❡♥ýrst✈í✱ ✷✵✶✼✳ ✶✵✵ s✳
❱❡❞♦✉❝í ❞✐③❡rt❛↔♥í ♣rá❝❡ ❞♦❝✳ P❛❡❞❉r✳ ❉❛❧✐❜♦r ▼❛rt✐➨❡❦✱ P❤✳❉✳

■ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✸❉ ❢♦r❡st str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞
r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❢♦r❡st ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ♠② ♦✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛❞✈✐❝❡ ♦❢ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❞♦❝✳
P❛❡❞❉r✳ ❉❛❧✐❜♦r ▼❛rt✐➨❡❦✱ P❤✳❉✳✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❋❡❜r✉❛r② ✶✹✱ ✷✵✶✼ ■♥❣✳ ❘➲➸❡♥❛ ❏❛♥♦✉t♦✈á

❋✐rst✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ▲✉❝✐❡ ❍♦♠♦❧♦✈á ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s s❝✐❡♥t✐✜❝ s✉♣❡r✈✐s✐♥❣✱ ❛❞✈✐❝❡s ♦❢ ✇r✐t✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❢♦r ❤❡r ♣❛t✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t✐♥❣
♠② t❤❡s✐s✳ ❍❡r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦r❛❧ s✉♣♣♦rt ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
▼② s✐♥❝❡r❡ t❤❛♥❦s ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❞♦❝✳ P❛❡❞❉r✳ ❉❛❧✐❜♦r ▼❛rt✐➨❡❦✱ P❤✳❉✳ ❛t ❇❯❚
❛♥❞ t♦ ❞♦❝✳ ▼❣r✳ ■♥❣✳ ❋r❛♥t✐➨❡❦ ❩❡♠❡❦✱ P❤✳❉✳ ❛t ❈③❡❝❤●❧♦❜❡ ❢♦r ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❘❡✲
♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ t❡❛♠ ❛♥❞ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❞✈✐❝❡s✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ❈③❡❝❤●❧♦❜❡ ❢♦r t❤❡✐r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈✐❝❡s
❛♥❞ ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠② t❤❡s✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❩❜②♥➙❦ ▼❛❧❡♥♦✈s❦ý✱ P❡tr ▲✉❦❡➨✱ ❏❛♥ ❍❛♥✉➨✱
❛♥❞ ❏❛♥ ◆♦✈♦t♥ý✱ P❛✈❡❧ ❈✉❞❧í♥✳
■ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❛t ❈❊❙❇■❖ ♣r♦❢✳ ❏❡❛♥✲P❤✐❧✐♣♣❡ ●❛st❡❧❧✉✲❊t❝❤❡❣♦rr②
❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ✭❉❆❘❚✮ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣
♠② st❛② ✐♥ ❤✐s ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛♥❞ ❤✐s ♣r❡❝✐♦✉s ❛❞✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ❛♥② t✐♠❡ ✇❛s ♥❡❡❞❡❞
❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ st❛②✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡❛♠ ❛r♦✉♥❞ ❉❆❘❚ ❛t ❈❊❙❇■❖ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
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✶✳✶ ❚❤❡s✐s str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s②♥♦♣s✐s
❘❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✭❘❙✮ ✐s ❛ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
r❛❞✐❛♥❝❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊❛rt❤ s✉r❢❛❝❡s✳ ❖♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❘❙ ✐♠❛❣✐♥❣ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②
❞❛t❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t❡♥s t♦ ❤✉♥❞r❡❞s r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡
♦❢ ✹✵✵ ✕ ✷✺✵✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
tr❛✐ts s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧s ❛✰❜ ✭❈❛❜✮✱ ❧❡❛❢ ❛r❡❛ ✐♥❞❡① ✭▲❆■✮✱ ❡t❝✳
▼❡t❤♦❞s ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥t ❈❛❜ ✉s✐♥❣ ♣r♦①✐♠❛❧ ❛♥❞ ❘❙ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐✲
❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛❥♦r ❣r♦✉♣s✿ ✐✮ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐✐✮ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭▲✐❛♥❣ ✷✵✵✺✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❈❛❜
❛♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛ ✭❈✉rr❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶❀ ●✐t❡❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✸❀ ▼❛✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✮✳ P❤②✲
s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧s ✭❘❚▼✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝
❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ✭❉❆❘❚✮ ♠♦❞❡❧ ✭●❛st❡❧❧✉✲❊t❝❤❡❣♦rr② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺✮✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❧❛♥t✲❧✐❣❤t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❘❚▼s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♦✉t♣✉ts✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦♣✲♦❢✲❝❛♥♦♣②
r❡✢❡❝t❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥♣✉t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐✳❡✳ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✕ ❧❡❛✈❡s ✭❏❛❝q✉❡♠♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✮✳
❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ st❡♣s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿
✐✮ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ tr❡❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❡rr❡str✐❛❧ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✐✐✮ t❤r❡❡✲
❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ tr❡❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✐✐✮ ❉❆❘❚ ❢♦r✇❛r❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s♣r✉❝❡ ❢♦r❡st✱
❛♥❞ ✐✈✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❡♥t✐♥❡❧✲✷ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ❛ tr❡❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
t♦ r❡✢❡❝t❡❞ r❛❞✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ❢♦r❡st st❛♥❞ s❝❡♥❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✱ ❡s♣❡✲
❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❧♦✇ ▲❆■ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❢♦r❡st ❝❛♥♦♣② ❝♦✈❡r✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥
✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❙❧♦✉♣ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ t❡rr❡str✐❛❧
▲✐❣❤t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❛♥❣✐♥❣ ✭▲✐❉❆❘✮ s❝❛♥s ♦❢ s✐♥❣❧❡ tr❡❡s✳ ❚❤❡ ▲✐❉❆❘ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛r❡ ❛❧s♦
✉s❡❞ ❢♦r ✈✐rt✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❡❞❧❡✲❛❣❡ ❝❧❛ss❡s s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❡❡ ❝r♦✇♥✳
❈♦rr❡❝t s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣r✉❝❡
tr❡❡ ❝r♦✇♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳ ❚❤❡ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ✐s ❛♥ ❡✈❡r❣r❡❡♥ tr❡❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
✐ts ❝r♦✇♥ ❝♦♥t❛✐♥s s❤♦♦ts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✜✈❡✮ ❛❣❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❛✮✳ ◆❡❡❞❧❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t
②❡❛r ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦❧❞❡r ♥❡❡❞❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ♦❧❞❡r ❛❣❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✇❤♦❧❡ ❝❛♥♦♣②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❤♦♦t ❛❣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❛s♣❡❝t
✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡❡❞❧❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ❛♥❞ ❝❛♥♦♣②
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ s♦❧❛r ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷❜✮✱ ✇❤✐❝❤ st✐♠✲
✉❧❛t❡s ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♥❡✇ ❢♦❧✐❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉rr❡♥t ②❡❛r ♥❡❡❞❧❡s ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧
♣r♦✜❧❡ ♦❢ tr❡❡ ❝r♦✇♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❢
❜✐♦♠❛ss ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❡❡ s♣r✉❝❡ ❝r♦✇♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦rr❡❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦ts ✐♥ s♣r✉❝❡ ❝r♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡
✹
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
■t ♠✉st ❜❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♦❢ ❢♦r❡sts✱ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ r❡♠♦t❡❧② s❡♥s❡❞ ❞❛t❛✱
✐s str♦♥❣❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② ✐ts ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♥♦♣② str✉❝t✉r❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇
♦♥❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ ❛♥ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r❡st ❢❡❛t✉r❡s ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣
♦♣t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❘❚▼s✳ ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②
❛s t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐s t♦ tr❡❛t ❢♦r❡st ❛s ❛ ✸❉ ♠❛tr✐① ♦❢ ✈♦①❡❧s ✭❝❡❧❧s✮ s❤❛♣❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②
✐♥ ❝r♦✇♥s ❛♥❞ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✐❞ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❊❛❝❤ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ✈✐rt✉❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❡❛✈❡s✱
✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ s❤♦♦ts ♦❢ ♥❡❡❞❧❡s✱ ✇❤❡r❡G(Ω) ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t
❜② ❢♦❧✐❛r ❛r❡❛ ✉♥✐t ❛❧♦♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Ω✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α(Ω)✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ❝❧✉♠♣✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ tr❡❡ ❝r♦✇♥s✱ ✐✳❡✳ ❛t ❧❡✈❡❧s ♦❢ s❤♦♦ts✴❜r❛♥❝❤❡s
❛♥❞ s♣r✉❝❡ tr❡❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✐❞ ♠❡❞✐✉♠
♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲❆■ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛❢ ❛♥❣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭▲❆❉✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢✉❧❧② s❛t✐s❢❛❝✲
t♦r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ α(Ω) ✐s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ▲❆❉ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣r✉❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆s t❤❡ r❡✲
s✉❧t✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❉❆❘❚ t♦♣✲♦❢✲❝❛♥♦♣② r❡✢❡❝t❛♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❘❙ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
s❤♦✇s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺❛✮✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s♣r✉❝❡ ❢♦r❡st s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡②
❉❆❘❚ ✐♥♣✉ts ❛r❡ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✲ ✸❉ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❢♦r❡st s♣❡❝✐❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ t✉r❜✐❞✲❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✸❉ tr❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❤✐❣❤❧②
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r❡st❡❞ s❝❡♥❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❡❡s
✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛t t❤r❡❡ s❝❛❧❡ ❧❡✈❡❧s ✭s❤♦♦ts✱ tr❡❡ ❝r♦✇♥s✱
❛♥❞ ❝❛♥♦♣②✮ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❚✇♦ ♥❡✇ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡✲
✢❡❝t❛♥❝❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝r♦ss✲❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♦❢ ✐✮ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① s❤♦♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♥❡❡❞❧❡s ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ s❤♦♦t✮ ❛♥❞ ✐✐✮ ❛ s❤♦♦t ♣r❡✲
✈✐♦✉s❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❉❆❘❚ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✳ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✇ s❤♦♦ts✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲tr❡❡ ♠♦❝❦✲✉♣✱ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❛❝t ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱
❝♦♥✈❡rt❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ tr❡❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡❛❧ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✉s❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤♦❧❡ ❢♦r❡st st❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛♥♦♣② ❧❡✈❡❧✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❈❛❜
❛♥❞ ▲❆■✱ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡ ❘❙ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✉❝❡ ❝❛♥♦♣②✳ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳
✶✳✷ ❘❡s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ st❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❝❛♥
❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❛✐♠s✿
✶✳ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ♣r❡❝✐s❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ✭P✐❝❡❛ ❛❜✐❡s ❬▲✳❪ ❑❛rst✳✮
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❡❡s ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ st✉❞② s✐t❡ ✇✐t❤
t❤❡ t❡rr❡str✐❛❧ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳
✷✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t♦♦ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❘❚▼✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✳
✺
✸✳ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥✲
✈❡rt❡❞ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s♣r✉❝❡ tr❡❡s✳ ❚❤✐s ❛✐♠ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉✲
t✐✈❡ st❡♣s✿
✲ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♣r✉❝❡ ❢♦r❡st st❛♥❞ ❉❆❘❚ s❝❡♥❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❆❘❚
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❧♦♦❦✲✉♣✲t❛❜❧❡s ✭▲❯❚✮✳
✲ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ s♣r✉❝❡ ❝❛♥♦♣② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤
❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❉❆❘❚ ▲❯❚✳
✲ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✜❡❧❞




✷ ⑤ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❡r♠s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt
✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡
♠♦❞❡❧✱ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ t❤❡♦r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤✐r❞✱ t❤❡ t❤❡♦r②
❜❡❤✐♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❘❙ ❞❛t❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦♣✐❝
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✈❡r② ✇✐❞❡✱ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦t ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ t❡r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ t❡r♠s
✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳
✷✳✶ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡♦r②
❜❡❤✐♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲✐❉❆❘ ❞❛t❛ ✇❛s ❝r❡✲
❛t❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡♦r② ♦❢ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✮✳
❚❤❡ ▲✐❉❆❘ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✲ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rts
✇❡r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rt ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❢♦r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡r ❣r❛♣❤✐❝s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉ s♣❛❝❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s t❤❡✲
♦r② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✮ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s
t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧②
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳
✷✳✶✳✶ ▲❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣
P♦rt❛❜❧❡ t❡rr❡str✐❛❧ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ ❝❛♥♦♣②
str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ▲✐❉❆❘ s②st❡♠s ❡♠♣❧♦② s✐♠✐❧❛r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s t♦ r❛❞❛r s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r
s❡♥❞s ♦✉t ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡s ♦❢ ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ❜❡❛♠ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❧✐❣❤t✱ ✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡
✇❛✈❡❜❛♥❞❀ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣✉❧s❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ ✜rst s❡♥s♦rs r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❝❤♦ ♣❡r ♣✉❧s❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡❝❤♦❡s
❢r♦♠ ❧❡❛✈❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✱ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ▼✉❧t✐❡❝❤♦ s❡♥s♦rs ♠❛② ❞❡t❡❝t s❡✈❡✲
r❛❧ r❡t✉r♥s ❢♦r ♦♥❡ ♣✉❧s❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st r❡t✉r♥s✳ ■♥ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ♠♦❞❡✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❥✉st s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ♣✉❧s❡ ❛t ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✱ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❡❝❤♦❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✸❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♣②✱
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲✇❛✈❡❢♦r♠ ❞❛t❛ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ▼♦rs❞♦r❢
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳
✾
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❋✉❧❧ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡t✉r♥❡❞
s✐❣♥❛❧ ✭❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍❛♥③❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹✮
✷✳✶✳✷ ■♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲✐❉❆❘ ❞❛t❛ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▲✐❉❆❘
❞❛t❛ ❛r❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ✷❉ t♦ ✸❉ s♣❛❝❡✳
❚❤❡ t❡r♠ ✐♠❛❣❡ r❡❢❡rs t♦ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t✲✐♥t❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐❣❤t ✐s ❛ ❢♦r♠
♦❢ ❡♥❡r❣②✱ f(x, y) ♠✉st ❜❡ ♥♦♥③❡r♦ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥
〈0;H − 1) × 〈0;W − 1)✱ ✇❤❡r❡ ❍ ✐s ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❲ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ f(x, y)
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♦r ❜r✐❣❤t♥❡ss✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ❣✐✈❡s
0 < f(x, y) < ∞ ✭✷✳✶✮
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝ts✳ f(x, y) ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❖♥❡ ✐s ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦✉r❝❡ ❧✐❣❤t ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s i(x, y)✳
❙❡❝♦♥❞ ✐s ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❡♥♦t❡❞
❛s r(x, y)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s i(x, y) ❛♥❞ r(x, y) ❝♦♠❜✐♥❡ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t t♦ ❢♦r♠ f(x, y)✿
f(x, y) = i(x, y)r(x, y), ✭✷✳✷✮
✇❤❡r❡
✶✵
0 < i(x, y) < ∞ ✭✷✳✸✮
❛♥❞
0 < r(x, y) < 1 ✭✷✳✹✮
✭●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✵✷✮✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✵ ✭t♦t❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✶
✭t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ i(x, y) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❧❡ r(x, y) ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ s❝❡♥❡✳
❚❤❡ ❢♦r♠ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y) ♠✉st ❜❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞
❜♦t❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❉✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s s❛♠✲
♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐❣✐t✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✵✷✮✳







f(0, 0) f(0, 1) · · · f(0,W − 1)
f(1, 0) f(1, 1) · · · f(1,W − 1)
✳✳✳
✳✳✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳







✇❤❡r❡ W,H ∈ N ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f(x, y)✳
t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② ✐s r❡❢❡rr❡❞
❛s pixel ✭●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✵✷✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿
(x+ 1, y), (x− 1, y), (x, y + 1), (x, y − 1) ✭✷✳✻✮
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✹✲♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ p = (x, y) ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② N4(p)✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿
(x+ 1, y + 1), (x+ 1, y − 1), (x− 1, y + 1), (x− 1, y − 1) ✭✷✳✼✮
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ Nd(p)✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ N4(p)✱
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✽✲♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ p✱ ❞❡♥♦t❡❞ N8(p)✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ N4(p)✱ Nd(p) ♦r N8(p) ❝❛♥ ❜❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐❢ (x, y) ✐s ♦♥ ❜♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭●♦♥③❛❧❡③ ✷✵✵✷✮✳
❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❢♦r ✸❉ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣✐①❡❧✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳ ❚❤❡ ✸❉ ✲ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛♥② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f3 ✇✐t❤
❞♦♠❛✐♥ 〈0;H − 1) × 〈0;W − 1) × 〈0;D − 1)✱ ✇❤❡r❡ ❍ ✐s ❤❡✐❣❤t✱ ❲ ✇✐❞t❤✱ ❛♥❞ ❉ ✐s ❞❡♣t❤
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ f3(x, y.z) ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ f3 ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y, z) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②
✭♦r ❜r✐❣❤t♥❡ss✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ❣✐✈❡s
0 < f(x, y, z) < ∞ ✭✷✳✽✮
❆❧s♦ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✸❉✲✐♠❛❣❡ ✐s ♥❡❡❞ t♦ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f3(x, y, z)✳
✶✶
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐①
F3 = (f3(i, j, k)), ✭✷✳✾✮
✇❤❡r❡ i ∈ 〈0;H − 1)✱ j ∈ 〈0;W − 1)✱ k ∈ 〈0;D − 1)✱ ❛♥❞ W, H, D ∈ N✱ ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ f3(x, y, z)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✳ ❱♦①❡❧ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡✳ ■t ✐s t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ♣✐①❡❧✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ❆ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿
(x+ 1, y, z), (x− 1, y, z), (x, y + 1, z), (x, y − 1, z), (x, y, z + 1), (x, y, z − 1). ✭✷✳✶✵✮
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❛❝❡t✲♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ v = (x, y, z) ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Nf (v)✳ ❚❤❡ t✇❡❧✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
♦❢ v✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ v ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(x+ 1, y + 1, z), (x+ 1, y − 1, z), (x− 1, y + 1, z), (x− 1, y − 1, z),
(x+ 1, y, z + 1), (x+ 1, y, z − 1), (x− 1, y, z + 1), (x− 1, y, z − 1),
(x, y + 1, z + 1), (x, y + 1, z − 1), (x, y − 1, z + 1), (x, y − 1, z − 1)
✭✷✳✶✶✮
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡❞❣❡✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ Ne(v)✳ ❚❤❡ ❧❛st ❡✐❣❤t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈♦①❡❧s✱ ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦r♥❡r ✇✐t❤ v ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(x+ 1, y + 1, z + 1), (x+ 1, y + 1, z − 1), (x+ 1, y − 1, z + 1), (x+ 1, y − 1, z − 1)
(x− 1, y + 1, z + 1), (x− 1, y + 1, z − 1), (x− 1, y − 1, z + 1), (x− 1, y − 1, z − 1)
✭✷✳✶✷✮
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦r♥❡r✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ Nc(v)✳ ❚❤❡ s❡ts ♦❢ ✈♦①❡❧s Nf (v)✱ Ne(v)✱
❛♥❞ Nc(v) t♦❣❡t❤❡r ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✷✻✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ N26(v)✳
✷✳✶✳✸ ▲✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ ♠❛tr✐① t❤❡♦r② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐❉❆❘ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✭❢♦❧✐❛❣❡
❛♥❞ ✇♦♦❞❡♥✮ ❛♥❞ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ✭✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ✸❉ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞✿ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ✇❡r❡ ✉s❡❞
❢♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞ tr❡❡s t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐③❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦✲
t❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s✳ ❆❧❧ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ✸❉ s♣❛❝❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t A(x, y, z) t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t A∗(x∗, y∗, z∗) ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
x∗ = x+ vx
y∗ = y + vy
z∗ = z + vz
✭✷✳✶✸✮
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸ ♠❛② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ✇r✐t✐♥❣✿




















1 0 0 vx
0 1 0 vy
0 0 1 vz


















t❤❡ ♠❛tr✐① T r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❍❡r❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳






Sx 0 0 0
0 Sy 0 0
0 0 Sz 0






✐s ❝❛❧❧❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ❜② ❢❛❝t♦r Sx✱ Sy✱ ❛♥❞ Sz ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✱ y✱ ❛♥❞ z ❛①❡s✳






1 0 0 0
0 cosα −sinα 0
0 sinα cosα 0






✐s ❝❛❧❧❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t x ❛①✐s ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ α✳






cosβ 0 −sinβ 0
0 1 0 0
sinβ 0 cosβ 0






✐s ❝❛❧❧❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t t❤❡ y ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ β✳






cosγ −sinγ 0 0
sinγ cosγ 0 0
0 0 1 0






✐s ❝❛❧❧❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t z ❛①✐s ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ γ✳
❙✐♠♣❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✷✳✶✳✾✕✷✳✶✳✶✷ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t❡❞ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ s❝❛❧✐♥❣✱ ❛❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t z ❛①✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② X∗ = MX✱
✇❤❡r❡ M = RzST ✐s t❤❡ 4 × 4 ♠❛tr✐①✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡✱ s♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳
✶✸
✷✳✶✳✹ ❙t❛t✐st✐❝s
❚❤❡♦r② ♦❢ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✮✱ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮ ✐s ❜✉✐❧❞
♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙t❛t✐st✐❝s ✭❍♦❣❣ ✫ ❈r❛✐❣ ✶✾✼✽✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✸✳ ❚❤❡ ♥♦♥❡♠♣t② s❡t Ω ♦❢ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✹✳ ▲❡t P(C) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t C ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ Ω✱ ❛♥❞ ✐❢











P(Ci)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡ts Ci, i = 1, 2, ..., n✱ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✭t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡r❡
Ci ∪ Cj = ∅, i 6= j✱
✭❝✮ P(Ω) = 1❀ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐s ✶ ✭❤❛s t♦ ❤❛♣♣❡♥✮✱
t❤❡♥ P(C) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ C ⊂ Ω✱ P(C) = 1− P(C∗)✱ ✇❤❡r❡ Ω = C ∪ C∗ ❛♥❞ C ∩ C∗ = ∅✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ s❡t ✐s ③❡r♦❀ t❤❛t ✐s✱ P(∅) = 0✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✸✳ ■❢ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ s✉❜s❡t ♦❢ Ω s✉❝❤ t❤❛t C1 ⊂ C2✱ t❤❡♥ P(C1) ≤ P(C2)✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ C ⊂ Ω✱ 0 ≤ P(C) ≤ 1✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✺✳ ■❢ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ s✉❜s❡ts ♦❢ Ω✱ t❤❡♥
P(C1 ∪ C2) = P(C1) + P(C2)− P(C1 ∩ C2)
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Ω✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥ X✱ ✇❤✐❝❤
❛ss✐❣♥s t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t c ∈ Ω ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r X(c) = x✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ X ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs A = {x; x = X(c), c ∈ Ω}✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❡✈❡♥t A ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Pr(X ∈ A)✱ ✇❤❡r❡ Pr ✐s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t✳✑
■t ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡ s❡t Ω ❤❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ s✉❝❤
❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ X(c) = c s♦ t❤❛t A = Ω✳
▲❡t X ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Ω✱ ❛♥❞ ❧❡t A ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡
♦❢ X✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t A ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✳ ❏✉st ❛s ✇❡ ✉s❡❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✏t❤❡ ❡✈❡♥t C✱✑ ✇✐t❤ C ⊂ Ω✱
✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ s♣❡❛❦ ♦❢ ✏t❤❡ ❡✈❡♥t A✳✑
❲✐t❤ A ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✱ ❧❡t C ❜❡ t❤❛t s✉❜s❡t ♦❢ Ω s✉❝❤ t❤❛t C = {c; c ∈ Ω ❛♥❞ X(c) ∈ A}✳
❚❤✉s C ❤❛s ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ Ω ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ t❤❛t
✐s ✐♥ A✳
▲❡t Pr ❜❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ s❡t A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ A ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❚❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P
❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Px(A)✳ ❚❤❛t ✐s✱
Pr(X ∈ A) = Px(A) = P(C), ✭✷✳✷✵✮
✇❤❡r❡ C = {c; c ∈ Ω ❛♥❞ X(c) ∈ A}✳ ❚❤✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛rr✐❡s
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Ω t♦ ❛ s♣❛❝❡ A ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇✐t❤ A ⊂ A✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Px(A) ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
✶✹
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Px(A) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✹✳ ❚❤❛t ✐s✱
Px(A) ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
◆♦t❡✿❚❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧❧② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s✉❜s❡t C
♦❢ Ω✱ ✇❤❡r❡❛s Px ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s✉❜s❡t A ♦❢ A✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✳❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❢✉rt❤❡r t❡①t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Px(A)
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s P(A)✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✻✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Ω✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s X1 ❛♥❞ X2✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t c ♦❢ Ω ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r
♦❢ ♥✉♠❜❡rs X1(c) = x1✱ X2(c) = x2✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs A = {(x1, x2); x1 = X1(c), x2 =
X2(c), c ∈ Ω} ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ X1 ❛♥❞ X2✳
▲❡tA ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡sX1 ❛♥❞X2 ❛♥❞ ❧❡t A ❜❡ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ A✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t A✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t A✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Pr[(X1, X2) ∈ A]✳ ❚❛❦❡ C = {c; c ∈ Ω
❛♥❞ [X1(c), X2(c)] ∈ A}✱ ✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ Pr[(X1, X2) ∈ A] = P(C)✱
✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r s✉❜s❡t C ✐♥ Ω✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡♥♦t❡
Pr[(X1, X2) ∈ A] ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ Px1,x2(A)✱ ❜✉t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧②
✇r✐t❡
P(A) = Pr[(X1, X2) ∈ A]. ✭✷✳✷✶✮
❚❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ n r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ n r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✼✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Ω✳ ▲❡t t❤❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡Xi ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t c ∈ Ω ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rXi(c) = xi✱ i = 1, 2, ..., n✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ n✲t✉♣❧❡ts A = {(x1, x2, ..., xn); x1 = X1(c), x2 = X2(c), ...xn = Xn(c), c ∈ Ω}
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t A ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✳ ❚❤❡♥ Pr[(X1, X2, ..., Xn) ∈ a ] = P(C)✱ ✇❤❡r❡ C = {c; c ∈ Ω
❛♥❞ [X1(c), X2(c), ..., Xn(c)] ∈ a }✳
▲❡t X ❞❡♥♦t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ A ❛♥❞ ❧❡t A ❜❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✳ ■❢ ✇❡ ❦♥♦✇
❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ P(C)✱ C ⊂ Ω✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ A ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ P(A) =
Pr(X ∈ A)❀ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s✉❜s❡ts ♦❢ A✳
■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇❡ s♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❙♦♠❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✈❡r② s✐♠♣❧② ❜② ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
▲❡t X ❞❡♥♦t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✶❉ s♣❛❝❡ A✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ A ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ❛ ✜♥✐t❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ A ✐♥ ❡✈❡r② ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡t A ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡t f(x) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t f(x) > 0✱ x ∈ A✱ ❛♥❞ t❤❛t
∑
A
f(x) = 1. ✭✷✳✷✷✮
❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P(A)✱ A ⊂ A✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ f(x) ❜②





t❤❡♥ X ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡✱ ❛♥❞ X ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡✳
▲❡t A ❜❡ t❤❡ ✶❉ s❡t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✐♥t❡❣r❛❧
∫
A
f(x) dx = 1, ✭✷✳✷✹✮
✇❤❡r❡ ✶✮ f(x) > 0✱ x ∈ A✱ ❛♥❞ ✷✮ f(x) ❤❛s ❛t ♠♦st ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ ❡✈❡r②
✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t❤❛t ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✳ ■❢ A ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P(A)✱ A ∈ A✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ f(x) ❜②




t❤❡♥ X ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡ ❛♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❛t t②♣❡✳
■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t②♣❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pr(X ∈ A) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x)✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡
f(x) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❞❡r
❝❡rt❛✐♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ A ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f > 0 ♦♥ A✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❛t t②♣❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P✱ A ⊂ A✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s





P(A) = Pr[(X, Y ) ∈ A] =
∫∫
A
f(x, y) dxdy. ✭✷✳✷✼✮
■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ f ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ✳
❖❢ ♥❡❝❡ss✐t②✱ P(A) = 1 ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ n r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X1✱ X2✱ ✳✳✳✱ Xn ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡
♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t t②♣❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ P(A)✱ A ⊂ A✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s





f(x1, x2, ..., xn), ✭✷✳✷✽✮
♦r ❛s





f(x1, x2, ..., xn) dx1 dx2 · · · dxn. ✭✷✳✷✾✮
▲❡t f(x1, x2) ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡sX1 ❛♥❞X2✳ ❋♦r ❡♠✲
♣❤❛s✐s ❛♥❞ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ❥♦✐♥t
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ joint ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✉s f(x1, x2) ✐s t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
X1 ❛♥❞ X2✳
✶✻
▲❡t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P(A)✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ✶❉ s❡t✳ ❚❛❦❡
x t♦ ❜❡ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t A ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡t ❢r♦♠ −∞ t♦ x✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t x ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r ❛❧❧ s✉❝❤ s❡ts A ✇❡ ❤❛✈❡ P(A) = Pr(X ∈ A) = Pr(X ≤ x)✳
❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t x❀ t❤❛t ✐s✱ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t x✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ F (x) = Pr(X ≤ x)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (x) ✐s ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❙✐♥❝❡ F (x) = Pr(X ≤ x)✱ t❤❡♥✱ ✇✐t❤ f(x)











❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ s♣❡❛❦ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (x) ❛s ❜❡✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐✲
♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ F (x) t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ ❧✐st✐♥❣
t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t r❡str✐❝t X t♦ ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t②♣❡✳
✭❛✮ 0 ≤ F (x) ≤ 1 ❜❡❝❛✉s❡ 0 ≤ Pr(X ≤ x) ≤ 1✳
✭❜✮ F (x) ✐s ❛ ♥♦♥❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x✳
✭❝✮ lim
x→∞
F (x) = 1 ❛♥❞ lim
x→−∞
F (x) = 0 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡t {x; x ≤ ∞} ✐s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✶❉ s♣❛❝❡
❛♥❞ s❡t {x; x ≤ −∞} ✐s t❤❡ ♥✉❧❧ s❡t✳
✭❞✮ F (x) ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x✳
❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t ❛❜♦✉t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡t X
❞❡♥♦t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ A✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Y = u(x) ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
X✳ ❙✐♥❝❡ X ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ s♣❛❝❡ Ω✱ t❤❡♥ Y = u(X) ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s♣❛❝❡ B = {y; y = u(x), x ∈ A} ❛♥❞ ✐ts ♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■❢ y ∈ B✱ t❤❡ ❡✈❡♥t Y = u(X) ∈ y ♦❝❝✉rs ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ ❡✈❡♥t X ∈ A ⊂ A ♦❝❝✉rs✱ ✇❤❡r❡
A = {x; u(x) ≤ y}✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Y ✐s
G(y) = Pr(Y ≤ y) = Pr[u(X) ≤ y] = P(A). ✭✷✳✸✷✮
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐s t❤❛t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✽✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x)✱










❡①✐sts ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦r t❤❡ s✉♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛t❤❡✲











✐❢ X ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❈❡rt❛✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡② ❡①✐st✱ ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♥❛♠❡s ❛♥❞ s②♠❜♦❧s t♦ r❡♣✲
r❡s❡♥t t❤❡♠✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♠❡♥t✐♦♥ ♥♦✇ ♦♥❧② t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✾✳ ▲❡t u(X) = X✱ ✇❤❡r❡ X ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ❤❛✈✐♥❣





✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢X ♦r✱ ♠♦r❡ s✐♠♣❧②✱ t❤❡♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢X ✭♦r t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ µ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ µ = E(X)✱
✇❤❡r❡ X ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t②♣❡✳
❆♥♦t❤❡r s♣❡❝✐❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ u(X) = (X − µ)2✳ ■❢✱ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧②✱ X ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t②♣❡ ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x)✱
t❤❡♥




❛♥❞ ❢♦r ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉❡s t②♣❡





❚❤✐s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ X ❢r♦♠ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ µ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦❢ X ✭♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② σ2✱
❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ σ2✱ ✐❢ ✐t ❡①✐sts✱ ❜② σ2 = E[(X − µ)2]✱ ✇❤❡t❤❡r X ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t②♣❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
■t ✐s ❝✉st♦♠❛r② t♦ ❝❛❧❧ σ ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✭❙❉✮ ♦❢ X ✭♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳
▲❡t X ❛♥❞ Y ❞❡♥♦t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ f(x, y)✳
■❢ u(x, y) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x ❛♥❞ y✱ t❤❡♥ E[u(x, y)] ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ X ❛♥❞ Y ✱ s❛② µx
❛♥❞ µy ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ u(x, y) t♦ ❜❡ x ❛♥❞ y✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ X ❛♥❞ Y ✱
s❛② σ2x ❛♥❞ σ
2
y ✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x, y) ❡q✉❛❧ t♦ (x − µx)
2 ❛♥❞ (y − µy)2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
cov(X, Y ) = E[(X − µx)(Y − µy)]. ✭✷✳✹✵✮
❚❤✐s ♥✉♠❜❡r cov(X, Y ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ X ❛♥❞ Y ✳ ■❢ ❡❛❝❤ ♦❢ σx ❛♥❞ σy ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r
rxy =




✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ X ❛♥❞ Y ✳
■❢ ❛ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ t❤❡♥ r s❛t✐s✜❡s−1 ≤ r ≤ 1✳ ■❢ r = 1✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ y = a +bx✱
b > 0✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ Y ✳ ■♥ t❤✐s
❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Pr(Y = a+ bX) = 1✳ ■❢ r = −1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ♦❢ ❛✛❛✐rs ❡①❝❡♣t
t❤❛t b < 0✳
✷✳✶✳✺ ❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ P♦s✐t✐♦♥s
♦❢ s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r♦✇♥ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s t❛s❦
t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s t❤❡♦r② ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s
t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
❈❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠❡❛✲
♥✐♥❣❢✉❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s✱ ♦r ❣r♦✉♣s✱ ♦❢ ❡♥t✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♥t✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s✉❛❧❧②
♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♠♦♥❣ ❡♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ❝r❡❛t❡s ❣r♦✉♣s ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠❛①✐✲
♠✐③❡s ✇✐t❤✐♥✲❣r♦✉♣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐t❤✐♥✲❣r♦✉♣ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✮
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❜❡t✇❡❡♥✲❣r♦✉♣ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥✲❣r♦✉♣ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐♥❣❧❡
r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ✭N✮ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞✮✳
❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ♠✉st ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡t ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧✱ ❛♥❞✴♦r ❝♦✉♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤s ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ▼❝●❛r✐❣❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳
▼♦st ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✫ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✭✶✾✾✽✮✱ ▼❛❝❑❛② ✭✷✵✵✸✮✱ ❛♥❞ ▼❝✲
●❛r✐❣❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✵✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭♦r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✮ ✐♥ t❤❡ st✉❞②✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥
♦❢ ❛ s❡t ✭❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮ ✐♥t♦ s✉❜s❡ts✱ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ♦r ❞❡s❝r✐♣t♦r ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧②
♦♥❡ s✉❜s❡t ❢♦r t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭▲❡❣❡♥❞r❡ ✫ ❘♦❣❡rs ✶✾✼✷✮✳
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭♦r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✮ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡
♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ♥❡st❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✭♦r ❞❡s❝r✐♣t♦rs✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳
❊❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ st❛t❡ ✭✐ts ❝❧✉st❡r✮ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳
❲✐❧❧✐❛♠s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✶✮ r❡❝♦❣♥✐③❡ t✇♦ ♠❛❥♦r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱
♠✐s❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐s t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t ❝❧✉st❡r✳
■♥ ❛ s②♥♦♣t✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❧✉st❡rs❀ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛ r❡❛❧✐t② ✇✐❞❡r t❤❛♥ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r
st✉❞②✳
❆ s✐♠♣❧❡✲t♦✲✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✭♦r ♠♦❞❡❧✮ ✐s s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ✭♦r ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✮ ❝❧✉st❡r✐♥❣
✭❙♥❡❛t❤ ✶✾✺✼✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✱ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❤✐❡r✲
❛r❝❤✐❝❛❧✳ ■ts st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛♥② ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭s✐♠✐❧❛r✐t② ♦r ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
♦r ❞❡s❝r✐♣t♦rs t♦ ❜❡ ❝❧✉st❡r❡❞✳
❆♥② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♣❤❡♥❡t✐❝ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐①
✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳
✶✾
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✶✳ ❚❤❡ ❝♦♣❤❡♥❡t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♦r ❞✐st❛♥❝❡✮ ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts x1 ❛♥❞ x2 ✐s t❤❡ s✐♠✲
✐❧❛r✐t② ✭♦r ❞✐st❛♥❝❡✮ ❧❡✈❡❧ ❛t ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝ts x1 ❛♥❞ x2 ❜❡❝♦♠❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉st❡r ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❏❛✐♥ ✫ ❉✉❜❡s ✶✾✽✽✮✳
❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜❣r❛♣❤s ♦r ❛ ❞❡♥❞r♦❣r❛♠✳ ❆♥② ❞❡♥❞r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♦r ❞✐st❛♥❝❡✮ ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐s t❤❡✐r
❝♦♣❤❡♥❡t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♦r ❞✐st❛♥❝❡✮✳
❙✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐① ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♣❤❡♥❡t✐❝ ♠❛tr✐① ✭❙♦❦❛❧ ✫ ❘♦❤❧❢ ✶✾✻✷✱ ❏❛✐♥ ✫ ❉✉❜❡s ✶✾✽✽✮✳
❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♣❤❡♥❡t✐❝ ♠❛tr✐① ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥t♦ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭❙♥❡❛t❤ ✫ ❙♦❦❛❧ ✶✾✼✸✱ ❊✈❡r✐tt ✶✾✼✼✱
●❛✉❝❤ ✶✾✽✷✮✳
✷✳✶✳✺✳✶ ❊①❝❧✉s✐✈❡ ✈s✳ ♥♦♥✲❡①❝❧✉s✐✈❡
❊①❝❧✉s✐✈❡ ✭♦r ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ❡♥t✐t② ✐♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❣r♦✉♣❀ ♥♦♥✲
❡①❝❧✉s✐✈❡ ✭♦r ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ ❡♥t✐t② ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❣r♦✉♣s✳ ▼♦st t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡✳
✷✳✶✳✺✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈s✳ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
❙❡q✉❡♥t✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧② ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s❀ s✐✲
♠✉❧t❛♥❡♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥✲r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s t♦ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs✳
❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❜✉t ❤❛✈❡ ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡❡♥
❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✳
✷✳✶✳✺✳✸ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✈s✳ ♥♦♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❣r♦✉♣ s✐♠✐❧❛r ❡♥t✐t✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ✐♥t♦
❛ ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❛t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ❣r♦✉♣s❀ ♥♦♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❡r❡❧②
❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ❡♥t✐t② t♦ ❣r♦✉♣✱ ♣❧❛❝✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❡♥t✐t✐❡s t♦❣❡t❤❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇✐t❤✐♥✲❝❧✉st❡r ❤♦♠♦❣❡♥❡✲
✐t②✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡✈❡❛❧ ❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥
❝❧✉st❡rs ♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛♠♦♥❣ ❝❧✉st❡rs✳ ❇♦t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛tt❡♥t✐♦♥✳
✷✳✶✳✺✳✹ ❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ✈s✳ ❞✐✈✐s✐✈❡
❆❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❡♥t✐t② ✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ ✐ts ♦✇♥✱ t❤❡♥ ❢✉s❡ ✭❛❣❣❧♦♠❡r❛t❡✮
t❤❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r ❝❧❛ss❡s❀ ❞✐✈✐s✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❞✐✲
✈✐❞❡ t❤✐s ❝❧❛ss ✐♥t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r ❝❧❛ss❡s✱ st♦♣♣✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐♥❣❧❡
♠❡♠❜❡r ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❧✐♠✐t ♦❢ s♦♠❡ ✧st♦♣♣✐♥❣ r✉❧❡✧ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳
✷✳✶✳✺✳✺ P♦❧②t❤❡t✐❝ ✈s✳ ♠♦♥♦t❤❡t✐❝ ♠❡t❤♦❞s
P♦❧②t❤❡t✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥t✐t② ✇❤❡♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❝❧✉st❡r ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥ts✳ ▼♦♥♦t❤❡t✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞✐✈✐s✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❡❝♦✲
❧♦❣② st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✲❜②✲s♣❡❝✐❡s ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ s❡ts ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❡❝✐❡s✳
✷✵
✷✳✶✳✺✳✻ ❑✲♠❡❛♥s
■♥ t❤✐s st✉❞② ❡①❝❧✉s✐✈❡✱ ♥♦♥✲❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱ ♣♦❧②t❤❡t✐❝✱ ❞✐✈✐s✐✈❡ ❝❧✉st❡r ♠❡t❤♦❞ ❝❛❧❧❡❞ ❦✲♠❡❛♥s
✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ▼❛t❧❛❜✱ P②t❤♦♥✱ ❘✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❛s② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✉t❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t s♦ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♠❛② ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s t❤❡ t②♣❡✲♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✱
✇❤❡t❤❡r t❤❛t ♦❜❥❡❝t ❛❝t✉❛❧❧② ❡①✐sts ♦r ✐s ♦♥❧② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✳
❚♦ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ sq✉❛r❡
❡rr♦r ❝r✐t❡r✐♦♥✳
▲❡t z1, z2, . . . ❜❡ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✭✈❡❝t♦rs✮ ✐♥ EN ✱ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ P✳ ❚❤✉s Pr[z1 ∈ A] =
P(A) ❛♥❞ Pr[zn+1 ∈ A|z1, z2, . . . , zn] = P(A)✱ n = 1, 2, . . . ✱ ❢♦r ❛♥② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t A ✐♥ EN ✳
















Ti(x) = {ξ : ξ ∈ EN , |ξ − xi| ≤ |ξ − xj|, j = 1, 2, . . . , k}. ✭✷✳✹✸✮
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ S(x) = {S1(x), S2(x), . . . , Sk(x)} ♦❢ EN ✳
t❤❡ s❡t Si(x) ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ EN ♥❡❛r❡st t♦ xi✱ ✇✐t❤ t✐❡❞ ♣♦✐♥ts ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡①✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ xi = xj ❛♥❞ i < j t❤❡♥ Sj(x) = ∅✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t✐❡❞ ♣♦✐♥ts✳
❙❛♠♣❧❡ ❦✲♠❡❛♥s xn = (xn1 , x
n




i ∈ EN ✱ i = 1, 2, . . . , k✱ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤ts
(wn1 , w
n
2 , . . . w
n
k )✱ ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ x
1
i = zi✱ w
1
i = 1✱ i = 1, 2, . . . , k✱ ❛♥❞ ❢♦r n = 1, 2, . . .







✱ wn+1i = w
n








j ❢♦r j 6= i✱ ✇❤❡r❡
Sn = {Sn1 , S
n
2 , . . . , S
n
k } ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ xn✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏k✲♠❡❛♥s✑✱ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❣✐✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧②
❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✇✐t❤✐♥✲❝❧❛ss ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ f ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ S = {S1, S2. . . . , Sk} ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ EN ✱ ❛♥❞ ui✱ i = 1, 2, . . . , k✱







2 t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧♦✇
❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❙ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡t❤♦❞✳
❙t❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ k✲♠❡❛♥s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✐♠♣❧② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ k ❣r♦✉♣s ❡❛❝❤
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣
✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✐s ♥❡❛r❡st✳ ❆❢t❡r ❛ ♣♦✐♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❛t
❣r♦✉♣ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✉s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ t❤❡ k✲♠❡❛♥s
❛r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳
✷✶
❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ❞❡♣❡♥❞s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✑ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✷✷
✷✳✷ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
■♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡
✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❝❛♥♦♣② ♦r s✉r❢❛❝❡ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞❛t❛ ❣r❡❛t❧② ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❡①tr❛❝t ❝❛♥♦♣② ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥
❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✭❘❚✮ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r
♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❛r② ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② tr❡❛t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞
✐♥ ❝❛♥♦♣✐❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ tr❡❛t t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ s✉♠
♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✉♥s❝❛tt❡r❡❞ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② s❝❛tt❡r❡❞ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✭✷✵✶✵✮✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❚r❛♥s❢❡r ▼♦❞❡❧s ✭❘❚▼s✮✱ ❛t t❤❡ ❧❡❛❢✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝❛♥♦♣②✲
❧❡✈❡❧✳ ▲❡❛❢✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧s s✐♠✉❧❛t❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐✳❡✳ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❡❛❢✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛❢✲❧❡✈❡❧ ❘❚▼s✱ t❤❡ P❘❖❙P❊❈❚ ♠♦❞❡❧ ✭❏❛❝q✉❡♠♦✉❞ ✫ ❇❛r❡t
✶✾✾✵❀ ❋❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❧♦✇
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❧❡❛❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧ ❛✰❜ ✭❈❛❜✮✱ ❧❡❛❢ ❝❛r♦t❡♥♦✐❞ ✭❈❛r✮✱ ✇❛t❡r ✭❈✇✮✱ ❞r②
♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t ✭❈♠✮ ❛♥❞ ◆✲♥✉♠❜❡r ✭◆✮✮✳
❈❛♥♦♣②✲❧❡✈❡❧ ❘❚▼ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❝❛❧❡s t❤❡ ❧❡❛❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❧❛♥t ❝❛♥♦♣✐❡s
✭❡✳❣✳ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✜❡❧❞s✱ ❢♦r❡sts✮✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥♦♣② ❘❚▼s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛♥❞ t❤❡② s♣❛♥ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ♦♥❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✸❉ ♠♦❞❡❧s✳
❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❝❛♥♦♣② ❘❚▼s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ ❘❆❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r
▼♦❞❡❧ ■♥t❡r❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❘❆▼■✱ ❤tt♣✿✴✴r❛♠✐✲❜❡♥❝❤♠❛r❦✳❥r❝✳❡❝✳❡✉r♦♣❛✳❡✉✮✳
❈❛♥♦♣② ❘❚▼s t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ ❢♦r❡sts
❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✭❘❙✮ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛s✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✸❉ ❝❛♥♦♣② ❘❚▼s ❛r❡✿ ❉❆❘❚ ✭●❛st❡❧❧✉✲❊t❝❤❡❣♦rr② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✻✱ ✷✵✵✹✱ ❛♥❞ ✷✵✶✺✮✱
❋▲■●❍❚ ✭◆♦rt❤ ✶✾✾✻✮✱ ❘❛②tr❛♥ ✭●♦✈❛❡rts ✫ ❱❡rstr❛❡t❡ ✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇❡❧❧
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❘❆▼■ ✇❡❜s✐t❡✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞✳
✷✳✷✳✶ P❘❖❙P❊❈❚
P❘❖❙P❊❈❚ s✐♠✉❧❛t❡s ❧❡❛❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❍❉❘❋✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✭❍❚❘❋✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
✭❱■❙✮ t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♥❢r❛r❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❡❛❢
❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❏❛❝q✉❡♠♦✉❞ ❛♥❞ ❇❛r❡t ✶✾✾✵✮✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♣❧❛t❡ ♠♦❞❡❧✑
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✾✮✱ ✇❤♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❧❡❛❢ ❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤ r♦✉❣❤ s✉r✲
❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❛❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❍❉❘❋✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✭❍❚❘❋✮ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛t❡
♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✭❈❛❜✱ ❈❛r✱ ❈♠✱ ❛♥❞ ❈✇✮✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✭✷✵✶✵✮✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥❝♦♠♣❛❝t ❧❡❛✈❡s ❜② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ♣✐❧❡s
♦❢ ◆ ♣❧❛t❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ◆✲✶ ❛✐rs♣❛❝❡s ✭❆❧❧❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✵✮✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠
❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ◆ ❛s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ t❤✐s ✐s s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❧❛t❡ ♠♦❞❡❧✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❍❉❘❋✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✭❍❚❘❋✮ ❢♦r ◆ ❧❛②❡rs
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②





y = x[tav(90, n)− 1] + 1− tav(α, n),
✭✷✳✹✹✮
✷✸
✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❢ ♣❧❛t❡ ❛♥❞ α ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡❀ tav(α, n)
✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❧❛♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ n✱ ◆✱ α ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t θ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆❧❧❡♥
✶✾✻✾✮✿




x−1e−xdx = 0 ✭✷✳✹✺✮
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t k(λ) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
k(λ) =
∑
Ki(λ)Ci + k0, ✭✷✳✹✻✮
✇❤❡r❡ k0 ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✱ Ki(λ) ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❢
❝♦♠♣♦♥❡♥t i✳ ❆♥❞ Ci ✐s t❤❡ ❧❡❛❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t i ❝♦♥t❡♥t ♣❡r ✉♥✐t ❧❡❛❢ ❛r❡❛✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P❘❖❙P❊❈❚ ♠♦❞❡❧ ✸❙ ❛♥❞ ✺✳ ❚❤❡ P❘❖❙P❊❈❚
✸❙ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ r❡❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ♥❡❡❞❧❡s ❜② ▼❛❧❡♥♦✈s❦ý ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮
❛♥❞ ✐t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❧❡❛❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❍❉❘❋✮ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✭❍❚❘❋✮ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✹✺✵
t♦ ✶✵✵✵ ♥♠ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❢♦✉r ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❈❛❜✱ ❈✇✱ ❈♠✱ ❛♥❞ ◆✳ ❚❤❡ P❘❖❙P❊❈❚
✺ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❍❉❘❋✮ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✹✵✵ t♦ ✷✺✵✵ ♥♠ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ ❈❛❜✱ ❈❛r✱ ❈♠✱ ❈✇✱ ◆✳ ✭❏❛❝q✉❡♠♦✉❞ ✫ ❇❛r❡t ✶✾✾✵❀ ❋❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✮✳
✷✳✷✳✷ ❉❆❘❚
❚❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❜✉❞❣❡t ❛♥❞ ❘❙ ❞❛t❛ ✭✐♠❛❣❡s ♦❢ r❛❞✐♦♠❡t❡rs✱ ▲✐❉❆❘
✇❛✈❡❢♦r♠s✱ s♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣✮ ♦❢ ❛♥② ❊❛rt❤ s❝❡♥❡ ✭♥❛t✉r❛❧✴✉r❜❛♥✱ ✇✐t❤✴✇✐t❤♦✉t r❡❧✐❡❢✮
❢♦r ❛♥② s✉♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ✈✐❡✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭❈❊❙❇■❖
✷✵✶✺✱ ●❛st❡❧❧✉✲❊t❝❤❡❣♦rr② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❡s ✇✐t❤ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❘❙ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇❛s ❝❤♦s❡♥
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ s♣r✉❝❡ ❢♦r❡st s❝❡♥❡s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ P❛rt ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏♦♥❡s
✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✭✷✵✶✵✮✳
❚❤❡ ❝❛♥♦♣② s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❡❧❧ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛✲
❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❝❡♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✲♣✐♣❡❞ ❝❡❧❧s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✭❡✳❣✳✱❧❡❛✈❡s✱ ❣r❛ss✱ ✇❛t❡r✱ s♦✐❧✮✳ ❚❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r st❡❛❞② st❛t❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ r❛❞✐❛♥❝❡






















✇❤❡r❡ µ✱ η✱ ❛♥❞ ζ ❛r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦s✐♥❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ z✱ y✱ ❛♥❞ x ❛①❡s✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ Ω ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s Ωij✱ α ❛♥❞ αd ❛r❡ t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱
❛♥❞ Q ✐s t❤❡ ✜rst s❝❛tt❡r✐♥❣ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✼✱ Cuv r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✇❡✐❣❤t ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✮✳
✷✹

✷✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❞❛t❛
❙♦♠❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ❘❙ ❞❛t❛✳ ❘❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ r❡✲
tr✐❡✈❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
❛ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ❞r❛✇❜❛❝❦
♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❛♥♦t❤❡r st✉❞② ❛r❡❛✱ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ t②♣❡✱ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ st✉❞②✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❚▼✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡
♠♦r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❜ ❛♥❞ ❧❡❛❢ ❛r❡❛ ✐♥❞❡① ✭▲❆■✮✳ ❈♦♠♠♦♥❧②
❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐r❡❝t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❧♦♦❦✲✉♣✲t❛❜❧❡s
✭▲❯❚✮✱ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡ ❞✐r❡❝t ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✜♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❘❚▼ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ♦♣t✐♠✐③❡s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐♦r ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛s t❤❡ ❘❚▼ ♠✉st ❜❡ r✉♥ ❛t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❘❚▼s ♦r ❢♦r s♣❡❝tr❛❧❧② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧②
❧❛r❣❡ ❘❚ ❞❛t❛s❡ts✳
▼♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ▲❯❚ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ▲❯❚s
❛r❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r ✲ ❇❘❋✮ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❛ s❡t
♦❢ ❝❛♥♦♣② ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❘❚▼ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥✲
♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❛✈❡❞ t♦ ▲❯❚✳ ❚❤❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r ❞❡✲
s❝❡♥❞✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭BRFLUT ✮ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭BRFOBS✮ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮
✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳ ❈❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❘❙✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s✐♠✲
✉❧❛t❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ♦❢ ❜❛s✐❝ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❘▼❙❊
s❡r✈✐♥❣ ❛s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭▲❡♦♥❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❢❛❝t ▲❡♦♥❡♥❦♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮
❛♥❞ ❘✐✈❡r❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ t❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ st✉❞✐❡s s✉❣❣❡st✱ t❤❛t
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚✲❜❛s❡❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ✐s t❤❡✐r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♥❛t✉r❡✱
✇❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❜✉t ♦t❤❡r s❡ts ♦❢ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s✉❧t
✐♥ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛❧ ♦✉t♣✉ts ✭❈♦♠❜❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱
s♦♠❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❖♥❡ ✇❛② ✐s t♦ ❧✐♠✐t ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❧② t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❈♦♠❜❛❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✷✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ r❛❞✐♦♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✭❆t③❜❡r❣❡r ✷✵✵✹❀ ❍♦✉❜♦r❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❀
▲❛✉r❡♥t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮✳ ❖t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤♦✇ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t♦ ❝❤♦♦s❡
♦♣t✐♠❛❧ ▲❯❚ s✐③❡ ✭❲❡✐ss ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✮✳ ❲❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱
❜✉t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ n ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ✭❲❡✐ss ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❀ ❉❛r✈✐s❤③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❀
❘✐✈❡r❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✮✳ ❆❧s♦ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ ❦❡② s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❙❝❤❧❡r❢ ✫ ❆t③❜❡r❣❡r ✷✵✵✻❀ ❉❛r✈✐s❤③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✳
❯s❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❧❛t❡❧②✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s ❛ ♣r♦❧✐✜❝ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡
✇✐t❤ str♦♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡② t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡ ❘❚▼ s✐♠✉❧❛t❡❞
▲❯❚s ❢♦r tr❛✐♥✐♥❣ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❙❝❤❧❡r❢ ✫ ❆t③❜❡r❣❡r
✷✵✵✻❀ ❱❡rr❡❧st ❛ ❦♦❧✳ ✷✵✶✷❛✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧
♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❦❡r♥❡❧
✷✻
r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❱❡rr❡❧st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜✮✱ s❤♦✇❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣
r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮✳
✷✳✸✳✶ ❘❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❞❛t❛
❘❙ ❜r✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✱ ♠❛t❤s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣② ✭❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❡r♠s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❘❙ t❤❡♦r② ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥
✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ▲✐❛♥❣ ✭✷✵✵✺✮✳
❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s t♦ ❤✐❣❤✲
❡♥❡r❣② γ✲r❛②s✳ ❖t❤❡r ❢♦r♠s ♦❢ ❡♥❡r❣② ❡①✐st✱ s✉❝❤ ❛s ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ s♦✉♥❞✱♥✉❝❧❡❛r✱ ❡t❝✳✱
❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✉st st❛② ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❛♥② ♣r♦❝❡ss ✭❧♦✇ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❡♥❡r❣②✮✱ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ♦♥❡ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♠❛② ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞
❜② ❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❛t s✉❜st❛♥❝❡✳
❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t tr❛✈❡❧
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✇❛✈❡ ❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♠❡t❡rs✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✇❛✈❡ ❝r❡sts✳
❋r❡q✉❡♥❝② f ✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝②❝❧❡s ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✮ ♣❡r s❡❝♦♥❞ ♦r ❍❡rt③ ✭❍③✮✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✇❛✈❡s t❤❛t ♣❛ss ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ✐♥ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞✳
■♥ ♥❛t✉r❡✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ♦❢ ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❡①✐st✱ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡✱ s✉❝❤ ❛s ❱■❙ ❧✐❣❤t✱ ❳✲r❛②s✱ ❛♥❞ r❛❞✐♦ ✇❛✈❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡✱ c✱ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
f ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❜②




❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✉♣ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✱ ❛s ❱■❙✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡②❡
r❡s♣♦♥❞s✱ ✉❧tr❛ ✈✐♦❧❡t✱ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✭◆■❘ ❢r♦♠ ✼✵✵ ♥♠ t♦ ✶ µ♠✮✱ t❤❡ ♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ ✭✶ ✕ ✹ µ♠✮✱
❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✐♥❢r❛r❡❞ ✭✹ ✕ ✶✺ µ♠✮✳
❲❤❡♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ s♣❡❝tr❛❧
r❛❞✐❛♥❝❡ ▲ ✭❂ t❤❡ r❛❞✐❛♥t ✢✉① ❞❡♥s✐t② r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❡r ❛r❡❛ ♣❡r s♦❧✐❞
❛♥❣❧❡❀ W m−2 sr−1 nm−1✮✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ Ω ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ A ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞





❛ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐s ♦❢t❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ③❡♥✐t❤ ✭θ✮ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ✭φ✮ ❛♥❣❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮ ✐♥ ♣♦❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■❢ θ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✭t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r ❢r♦♠ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡✮✱ φ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡





(r dθ)(r sin θ dφ)
r2
= sin θ dθ dφ = dµ dφ, ✭✷✳✺✵✮
❤❡r❡ µ = cos θ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ θ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵➦ t♦ ✾✵➦✳ ❚❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ φ r❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✵➦ t♦ ✸✻✵➦✱ t❤❛t ✐s✱ 0 ≤ φ ≤ 2π✳
✷✼

✇❤❡r❡ θi ✐s t❤❡ s♦❧❛r ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ E0 ✐s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ t♦♣✲♦❢✲❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡✳
❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲
✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛②s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡
❛r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✭r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✮ ♦r ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧ ✭✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ✇❤♦❧❡ ❤❡♠✐✲
s♣❤❡r❡✮✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭✐♥ ❞❡t❛✐❧s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❝❤❛❡♣♠❛♥✲❙tr✉❜ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✳
❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② st❛t✐♥❣ ✜rst t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r✲
❝❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
❉✐r❡❝t✐♦♥❛❧✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✭❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✮ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r ✭❇❘❋✮ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐❧❧✉✲
♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧✳
❍❡♠✐s♣❤❡r✐❝❛❧✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❢❛❝t♦r ✭❍❉❘❋✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧ ✈✐❡✇ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦r ❝❛♥♦♣✐❡s
t❤✐s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s❦② r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❡♥s♦r✳
❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
❆s s❡♥s♦rs ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✉♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✇❡ s❤♦✉❧❞
str✐❝t❧② r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t❡r♠ ✏❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✑ ✇✐t❤ ✏❝♦♥✐❝❛❧✑ ✭❣✐✈✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❜✐❝♦♥✐❝❛❧ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✱ s❡❡
❙❝❤❛❡♣♠❛♥✲❙tr✉❜ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻✮✱ ❜✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✐s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡ ✭❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✷✵✶✵✮✳
❇❛♥❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠
✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞ r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭▲✐❛♥❣ ✷✵✵✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❛❞♦♣t❡❞
❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹✮
✷✾
✷✳✸✳✷ ❱❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❙♦♠❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❘❙ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t②♣✐❝❛❧❧②
r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❡❛❧t❤ ✭✜t♥❡ss✮ st❛t✉s ♦❢ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♣✐❡s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s
♦♥ t✇♦ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳
▲❡❛❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧ ❛✰❜ ❝♦♥t❡♥t ✭❈❛❜✮
❈❛❜ ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧✲❛ ❛♥❞ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧✲❜ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ ❛❝t✐✈❡ ♣✐❣♠❡♥ts ♣❡r ✉♥✐t
♦❢ ❧❡❛❢ ❛r❡❛✳ ❈❛❜ ✉♥✐ts ❛r❡ µg ♦❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧s ♣❡r cm2 ♦❢ ❧❡❛❢ ❛r❡❛ ❬µg cm−2❪✳ ▲❛❜♦r❛t♦r②
♠❡❛s✉r❡❞ ❈❛❜ ♦❢ ♣❧❛♥t ❧❡❛✈❡s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✶✵✵ µg cm−2✳
▲❡❛❢ ❆r❡❛ ■♥❞❡① ✭▲❆■✮
❚❤❡ ▲❆■ ❞r✐✈❡s t❤❡ ♠✐❝r♦❝❧✐♠❛t❡ ♦❢ ❝❛♥♦♣②✱ ❝♦♥tr♦❧s ✇❛t❡r ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ❣❛s ❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❇ré❞❛ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▲❆■ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❡❝♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❧❛♥t ♣❤②s✐♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧s ✭◆✐❦♦❧♦✈ ✫ ❩❡❧❧❡r ✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ▲❆■ ✐s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡
t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ ♣❤♦t♦s②♥t❤❡t✐❝ t✐ss✉❡ ♣❡r ✉♥✐t ❣r♦✉♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛
✭❲❛ts♦♥ ✶✾✹✼✮✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❜r♦❛❞❧❡❛❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ s✐❞❡s
♦❢ ❜r♦❛❞ ❧❡❛✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞❧❡s ♦❢ ❝♦♥✐❢❡r♦✉s tr❡❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
♦r ❛ ❤❡♠✐✲❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✭❈❤❡♥ ✫ ❇❧❛❝❦ ✶✾✾✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆■ ✐s ♥♦t ❛♣✲
♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤✉s s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❥✉st❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆■✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ♦❢ ❧❡❛✈❡s ♦r ♥❡❡❞❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❈❤❡♥ ✫ ❇❧❛❝❦ ✭✶✾✾✷✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❛s ❛ ♠♦r❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆■ ❢♦r ❝♦♥✐❢❡r♦✉s ❝❛♥♦♣✐❡s✿ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛r❡❛
♣❡r ❛ ✉♥✐t ❣r♦✉♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛✳ ■♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡❞ ▲❆■ r❛♥❣❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✵✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ✭✷✵✵✺✮✳
✷✳✸✳✸ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐s ❛ ❜❛s✐❝ t♦♦❧ ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❜❛s✐❝ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❜❡tt❡r
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮ t❤❡♦r② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞
❢r♦♠ ❋❡r❣✉s♦♥ ✭✷✵✶✺✮✳
❆ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❜❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳
❍❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳
❋✐♥❞ ♥✉♠❜❡rs x1 ❛♥❞ x2 t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ x1 + x2 s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts x1 ≥ 0✱
x2 ≥ 0✱ ❛♥❞
x1 + 2x2 ≤ 4
4x1 + 2x2 ≤ 12
−x1 + x2 ≤ 1
✭✷✳✺✸✮
✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s✱ ❛♥❞ ✜✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ x1 ≥ 0 ❛♥❞ x2 ≥ 0✱ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
♥♦♥♥❡❣❛t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✭♦r ♠✐♥✐♠✐③❡❞✮
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s x1 + x2✳
✸✵
◆♦t ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s♦ ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ♠❛♥② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✉♥❝♦♥✲
str❛✐♥❡❞✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛② ❜❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦
❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✱
♣❧❛② ❛ s♣❡❝✐❛❧ r♦❧❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧
♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳








a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
✳✳✳
✳✳✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳








❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼❛①✐♠✉♠ Pr♦❜❧❡♠✿ ❋✐♥❞ ❛♥ n✲✈❡❝t♦r ✱ x = (x1, . . . , xn)T ✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
cTx = c1x1 + · · ·+ cnxn ✭✷✳✺✺✮
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn ≤ b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn ≤ b2
✳✳✳ (♦r Ax ≤ b) ✭✷✳✺✻✮
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn ≤ bm
❛♥❞
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . xn ≥ 0 (♦r x ≥ 0). ✭✷✳✺✼✮
❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼✐♥✐♠✉♠ Pr♦❜❧❡♠✿ ❋✐♥❞ ❛♥ m✲✈❡❝t♦r ✱ y = (y1, . . . , ym)✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
yTb = y1b1 + · · ·+ ymbm ✭✷✳✺✽✮
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
y1a11 + y2a21 + · · ·+ ymam1 ≥ c1
y1a12 + y2a22 + · · ·+ ymam2 ≥ c2
✳✳✳ (♦r yTA ≥ cT ) ✭✷✳✺✾✮
y1a1n + y2a2n + · · ·+ ymamn ≥ cn
❛♥❞
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, . . . ym ≥ 0 (♦r y ≥ 0). ✭✷✳✻✵✮
❆ ✈❡❝t♦r✱ x ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r y ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✸✶
❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✈❡❝t♦rs ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳
❆ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡t ✐s ♥✐t ❡♠♣t②❀
♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳
❆ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡♣✳ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ✈❛❧✉❡s ❛t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✈❡❝t♦rs❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
✐t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
■t ♠❛② ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t s❡t✳
❆ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧✳
❉✉❛❧✐t②
❚♦ ❡✈❡r② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✐♥t✐♠❛t❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳
❲❡ ✜rst st❛t❡ t❤✐s ❞✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆s ❛❜♦✈❡✱ c ❛♥❞ x ❛r❡ n✲✈❡❝t♦rs✱ b ❛♥❞ y
❛r❡ m✲✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ A ✐s ❛♥ m× n ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ m ≥ 1 ❛♥❞ n ≥ 1✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠
♠❛①✐♠✐③❡ cTx
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts Ax ≤ b ❛♥❞ x ≥ 0
✭✷✳✻✶✮
✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠
♠✐♥✐♠✐③❡ yTb
s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts yTA ≥ cT ❛♥❞ y ≥ 0
✭✷✳✻✷✮
■❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✻✷ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠
✭❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ A✱ b✱ ❛♥❞ c ❜② −1✮✱ ✐ts ❞✉❛❧ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠
♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤✱ ✇❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛❣❛✐♥ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥s
♦❢ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ❜❡❝♦♠❡s ❡①❛❝t❧② ✷✳✻✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠
✷✳✻✷ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✻✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✷✳✻✶ ❛♥❞ ✷✳✻✷ ❛r❡ s❛✐❞ t✐ ❜❡ ❞✉❛❧s✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ st❛♥❞❛r❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛②
❜❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❧❛②✿
x1 x2 · · · xn
y1 a11 a12 · · · a1n ≤ b1






ym am1 am2 · · · amn ≤ bm
≥ c1 ≥ c2 · · · ≥ cn
✭✷✳✻✸✮
✷✳✸✳✹ ❙✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s
❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼s✮ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r
t♦♦❧s ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❇❡♥♥❡t
✫ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ✷✵✵✵✮✳
■♥ t❤✐s st✉❞② ✐s ✉s❡❞ ❧✐❜r❛r② ▲■❇❙❱▼ ♣r❡♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❜② ❈❤❛♥❣ ❈✳✲❈✳
✫ ▲✐♥ ❈✳✲❏✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❞ ❙❱▼ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦❢ ❛✉t❤♦rs
♦❢ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ✭❈❤❛♥❣ ✫ ▲✐♥ ✷✵✶✶✮✳
✸✷
✷✳✸✳✹✳✶ ❈✲❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
●✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝t♦rs xi ∈ Rn, i = 1, . . . , l, ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❡❝t♦r y ∈ Rl s✉❝❤











s✉❜❥❡❝t t♦ yi(wTφ(xi) + b) ≥ 1− ξi,
ξi ≥ 0, i = 1, . . . , l,
✭✷✳✻✹✮
✇❤❡r❡ φ(xi) ♠❛♣s xi ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ C > 0 ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳








s✉❜❥❡❝t t♦ yTα = 0,
0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , l,
✭✷✳✻✺✮
✇❤❡r❡ e = (1, .., 1)T ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦♥❡s✱ Q ✐s ❛♥ l ❜② l ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✱
Qij ≡ yiyjK(xi,xj)✱ ❛♥❞ K(xi,xj) ≡ φ(xi)Tφ(xj) ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳






❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s








✷✳✸✳✹✳✷ ν ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❚❤❡ ν ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r
ν ∈ (0, 1〉✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ν ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs✳
●✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝t♦rs xi ∈ Rn✱ i = 1, . . . , l✱ ✐♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r y ∈ Rl s✉❝❤ t❤❛t












s✉❜❥❡❝t t♦ yi(wTφ(xi) + b) ≥ ρ− ξi,
ξi ≥ 0, i = 1, . . . , l, ρ ≥ 0.
✭✷✳✻✽✮
✸✸







s✉❜❥❡❝t t♦ 0 ≤ αi ≤
1
l
, i = 1, . . . , l,
eTα ≥ ν, yTα = 0,
✭✷✳✻✾✮
✇❤❡r❡ Qij = yiyjK(xi,xj)✳ ❈❤❛♥❣ ✫ ▲✐♥ ✭✷✵✵✶✮ s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✻✾ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢
ν ≤
2min(#yi = +1,#yi = −1)
l
≤ 1, ✭✷✳✼✵✮
s♦ t❤❡ ✉s❛❜❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ν ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ (0, 1〉✳









■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t eTα ≥ ν ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② eTα = ν ✭❈r✐s♣ ✫ ❇✉r❣❡s ✶✾✾✾✱ ❈❤❛♥❣
✫ ▲✐♥ ✷✵✵✶✮✳ ■♥ ▲■❇❙❱▼✱ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛ s❝❛❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✻✾ ❜❡❝❛✉s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② αi ♠❛②







s✉❜❥❡❝t t♦ 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, . . . , l,
eTα = νl, yTα = 0.
✭✷✳✼✷✮
■❢ α ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✻✾ ❛♥❞ ρ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✷✳✻✽✱ ❈❤❛♥❣
✫ ▲✐♥ ✭✷✵✵✶✮ s❤♦✇ t❤❛t α
ρ
✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C✲❙❱▼ ✇✐t❤ C = 1
(ρl)










✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ■❇❙❱▼✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ α
ρ
✳
✷✳✸✳✹✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✭❖♥❡✲❝❧❛ss ❙❱▼✮
❖♥❡✲❝❧❛ss ❙❱▼ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ✈❡❝t♦rs xi ∈ Rn, i = 1, . . . , l ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝❧❛ss ✐♥❢♦r✲












s✉❜❥❡❝t t♦ wTφ(xi) ≥ ρ− ξi,
ξi ≥ 0, i = 1, . . . , l.
✭✷✳✼✸✮
✸✹







s✉❜❥❡❝t t♦ 0 ≤ αi ≤
1
(νl)
, i = 1, . . . , l,
eTα = 1,
✭✷✳✼✹✮
















s✉❜❥❡❝t t♦ 0 ≤ αi ≤ 1, i = 1, . . . , l,
eTα = νl.
✭✷✳✼✻✮
✷✳✸✳✹✳✹ ǫ ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭ǫ✲❙❱❘✮
❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ {(x1, z1), . . . , (xl, zl)}✱ ✇❤❡r❡ xi ∈ Rn ✐s ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r
❛♥❞ zi ∈ R1 ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ♦✉t♣✉t✳ ❯♥❞❡r ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs C > 0 ❛♥❞ ǫ > 0✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠














s✉❜❥❡❝t t♦ wTφ(xi) + b− zi ≤ ǫ+ ξi,
zi −w





i ≥ 0, i = 1, . . . , l.
✭✷✳✼✼✮


















s✉❜❥❡❝t t♦ eT (α−α∗) = 0,
0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C, i = 1, . . . , l,
✭✷✳✼✽✮
✇❤❡r❡ Qij = K(xi,xj) ≡ φ(xi)Tφ(xj)✳






i )K(xi,x) + b ✭✷✳✼✾✮
✸✺
✷✳✸✳✹✳✺ ν ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭ν✲❙❱❘✮
❙✐♠✐❧❛r t♦ ν✲❙❱❈✱ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ✉s❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ν ∈ (o, 1〉 t♦ ❝♦♥✲
tr♦❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ✐♥ ǫ✲❙❱❘ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❡r❡✳














s✉❜❥❡❝t t♦ (wTφ(xi) + b)− zi ≤ ǫ+ ξi,
zi − (w





i ≥ 0, i = 1, . . . , l, ǫ ≥ 0.
✭✷✳✽✵✮





(α−α∗)TQ(α−α∗) + zT (α−α∗)
s✉❜❥❡❝t t♦ eT (α−α∗) = 0, eT (α+α∗) ≤ Cν,





, i = 1, . . . , l.
✭✷✳✽✶✮






i )K(xi,x) + b. ✭✷✳✽✷✮
❙✐♠✐❧❛r t♦ ν✲❙❱❈✱ ❈❤❛♥❣ ✫ ▲✐♥ ✭✷✵✵✷✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② eT (α + α∗) ≤ Cν ❝❛♥
❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ C
l
♠❛② ❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ s♣❡❝✐✜❡❞
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s C
l
✳ ❚❤❛t ✐s✱ C = C
l






(α−α∗)TQ(α−α∗) + zT (α−α∗)
s✉❜❥❡❝t t♦ eT (α−α∗) = 0, eT (α+α∗) = Clν,
0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C, i = 1, . . . , l.
✭✷✳✽✸✮
❈❤❛♥❣ ✫ ▲✐♥ ✭✷✵✵✷✮ ♣r♦✈❡ t❤❛t ǫ✲❙❱❘ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, ǫ) ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ν✲❙❱❘
✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs (lC, ν)✳
✷✳✸✳✹✳✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s
❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐st❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❧❛❜❡❧s ✭t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s✮ ♦❢ t❡st✐♥❣ ❞❛t❛✳ ▲❡t x1, . . . ,xl ❜❡ t❤❡ t❡st✐♥❣ ❞❛t❛
❛♥❞ f(x1), . . . , f(xl) ❜❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✭t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ▲■❇❙❱▼✳
■❢ tr✉❡ ❧❛❜❡❧s ✭tr✉❡ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s✮ ♦❢ t❡st✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s yi, . . . , yl✱ ✇❡ ❡✈❛❧✲




♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❛t❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ t❡st✐♥❣ ❞❛t❛
× 100%
❘❡❣r❡ss✐♦♥























■♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧ ❢♦r ♠❛♥② ❘❙ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✐♥t❡✲
r❡st❡❞ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ r❡♠♦t❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❝❧❛ss❡s t❤❛t ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♦r ❧❛♥❞❝♦✈❡r t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s ✐s ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝s s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❞✉❝❡s ❛ t❤❡♠❛t✐❝ ♠❛♣ t❤❛t ❞✐s♣❧❛②s
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s♦✐❧ ♦r ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ❝r♦♣✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✈❡r❛❣❡
♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✐♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣
♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② t❡①ts ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❜② ❚s♦ ❛♥❞ ▼❛t❤❡r
✭✷✵✵✶✮✱ ▼❛t❤❡r ✭✷✵✵✹✮✱ ❏❡♥s❡♥ ✭✷✵✵✺✮✱ ❘✐❝❤❛r❞s ❛♥❞ ❳✐❛ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ❘✉ss ✭✷✵✵✻✮✳
❋♦r ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② t❤❡ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ r♦✲
❜✉st ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✳ ❙✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s st❛rt ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❛r❡❛s ♦r ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t
❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♠♣r✐s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♦r ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r st✉❞②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛✐♥✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡❞✱
❛♥❞✱ ✐♥ ✏❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧✑ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♣✐①❡❧s ❢❛❧❧✐♥❣
✐♥t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t❤❡♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♣✐①❡❧s t♦ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ✭♥❡❛r❡st✮ tr❛✐♥✐♥❣ ❝❧❛ss✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡rs
❛s ♠❛①✐♠✉♠✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐t ✐s str✐❝t❧② ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❝♦♥t❛✐♥s > n + 1 ♣✐①❡❧s
✭✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s✮✱ t❤♦✉❣❤ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡rs ✭♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
10n✮ ❛r❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤
❝❧❛ss✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r♠ ❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥ ✭✷✵✶✵✮✳
✸✼
✸ ⑤ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt
✸✳✶ ❙t✉❞② s✐t❡s
❚❤❡ st✉❞② ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ st❛♥❞ ❛t t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ s✐t❡
❇í❧ý ❑➦í➸ ✭▼♦r❛✈✐❛♥✲❙✐❧❡s✐❛♥ ❇❡s❦✐❞s✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❷❡r♥á
❤♦r❛ st✉❞② s✐t❡ ✭➆✉♠❛✈❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ P❛r❦✮✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ r❡s❡❛r❝❤ s✐t❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
✸✳✶✳✶ ❇í❧ý ❑➦í➸
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞② s✐t❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✽✻ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✏❈♦♠♣❧❡① ❘❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ■♠♠✐ss✐♦♥ ■♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❋♦r❡sts ❛♥❞ ❋♦r❡str②
♦❢ t❤❡ ❇❡s❦✐❞s✑✳ ❚❤❡ s✐t❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼♦r❛✈✐❛♥✲❙✐❧❡s✐❛♥ ❇❡s❦✐❞s ▼ts✳ ✭❈③❡❝❤ ❘❡♣✉❜❧✐❝✮❀
❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✹✾➦✸✵✬ ◆✱ ✶✽➦✸✷✬ ❊ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✮✱ ❛❧t✐t✉❞❡ ✽✼✵ ♠ ❛✳s✳❧✳ ■t ✐s ♦♣❡r❛t❡❞
❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈③❡❝❤●❧♦❜❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st✐t✉t❡ ✭❈③❡❝❤ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❇í❧ý
❑➦í➸ s✐t❡ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❋▲❯❳◆❊❚✳ ❚❤❡ s✐t❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙tr❛t❡❣② ❋♦r✉♠ ♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈❛r❜♦♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❙②st❡♠✳
◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ✭P✐❝❡❛ ❛❜✐❡s ❬▲✳❪ ❑❛rst✳✮ st❛♥❞ ❛t ❇í❧ý ❑➦í➸ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳
❚❤❡ st❛♥❞ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✽✶ ❛♥❞ ✐ts ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ st❛rt❡❞ ✐♥ ✶✾✾✹✳ ❚❤❡ st❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
♦♥ ❛ s♦✉t❤ ❡①♣♦s❡❞ s❧♦♣❡ ♦❢ ✶✷✳✺➦✳ ❋♦r❡st st❛♥❞ ❇í❧ý ❑➦í➸ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❦♦✈á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮✳
st❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r❡st s♣❡❝✐❡s ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ✭P✐❝❡❛ ❛❜✐❡s✮
st❛♥❞ ❛❣❡ ✷✾ ②❡❛rs
st❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✶✺✽✵ tr❡❡s ❤❛−1
♠❡❛♥ tr❡❡ ❤❡✐❣❤t ✶✷ ♠
♠❡❛♥ ▲❆■ ✽ m2 m−2
❝❛♥♦♣② ❝♦✈❡r ✾✵ ✕ ✾✺ ✪





✸✳✷✳✷ ❋✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚❤❡ ❢♦r❡st st❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧✱ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❡❛❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧
❛✰❜ ❝♦♥t❡♥t ✭❈❛❜✮ ❛♥❞ ▲❆■ t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧s ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡
♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✷✵✶✻✱ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✻ ❛♥❞ ✐♥ ❆✉❣✉st ✷✵✶✻ ✭t❤❡ ♣❡❛❦✮
♦❢ t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ s❡❛s♦♥s✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s
❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✹t❤ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✻ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ❙❡♥t✐♥❡❧✲✷ ✭❙✷✮ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ s❡♥s♦r
✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ ✸✶t❤ ❆✉❣✉st ✷✵✶✻ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮✳
▲❡❛❢ ❈❛❜ s❛♠♣❧❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ s✉♥❧✐t ❛♥❞ s❤❛❞❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ ♥✐♥❡ s♣r✉❝❡ tr❡❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ❊❛st✲❲❡st ♦r✐❡♥t❡❞ tr❛♥s❡❝t ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ▲❡❛❢ ❈❛❜ ✇❛s
❡①tr❛❝t❡❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P♦rr❛ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ❲❡❧❧❜✉r♥ ✭✶✾✾✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ◆❛t✉r❛❧❧② ❝♦❧❧❛r❡❞ ❘●❇ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ ❙✷ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ s✉❜s❡t ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❧♦✲
❝❛t✐♦♥s ♦❢ tr❡❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ✷✵✶✻ ✭❜❧✉❡✮✳ ❚r❡❡s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦♥❧②
t❤r❡❡ ❙✷ ♣✐①❡❧s ♦❢ 20× 20m✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵✶✻ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s✉♥❧✐t ❛♥❞ s❤❛❞❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤r❡❡
s♣r✉❝❡ tr❡❡s ❛t s❡✈❡♥ ♣❧♦ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ❙❤♦♦ts ♦❢ t❤r❡❡ ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭❝✉rr❡♥t✱ ✶✲②❡❛r ♦❧❞✱
❛♥❞ ✷✲②❡❛r ♦❧❞✮ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡❞ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r❡st
✐♥✈❡♥t♦r② r❡❝♦r❞s ✐♥ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ✷✵✵✻✳
❚❤❡ ▲❆■ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❧❛♥t ❈❛♥♦♣② ❆♥❛❧②③❡r ▲❆■✲✷✵✵✵ ✭▲✐✲❈♦r ❇✐♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ■♥❝✳✱
▲✐♥❝♦❧♥✱ ◆❡❜r❛s❦❛✱ ❯❙❆✮ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ ✻ × ✻ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✶✵ ♠✳ ❚❤❡ ▲❆■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ❈✷✵✵✵ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲✐✲❈❖❘
❇✐♦s❝✐❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ P❧❛♥t ❆r❡❛ ■♥❞❡① ❛♥❞ ✇❡r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✇♦♦❞❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥❡❡❞❧❡
✹✷
❝❧✉♠♣✐♥❣ ❛t t❤❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧ ✭❈❤❡♥ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✶✸✸ ❛♥❞ ε
✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✺✷✻✳ ❇♦t❤ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ s♣r✉❝❡
s❤♦♦ts ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t Ω✱ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✽✾✱ ✇❛s
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❚❘❆❈ ✐♥str✉♠❡♥t ✭✸ ❲❛✈❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
❖tt❛✇❛✱ ❖◆✱ ❈❛♥❛❞❛✮✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❆■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❢♦r t❤❡ s♣r✉❝❡ s✐t❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳
❚❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ▲❆■ ❞❛t❛ ❢♦r♠❡❞ ✾ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ▲❆■ ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✻✳✽ ❛♥❞ ✽✳✺m2 m−2
✐♥ ✷✵✵✻✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮✳
❚❤❡ ▲❆■ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✷✵✶✻ ✇❛s ❞♦♥❡ ♦♥ t✇♦ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r tr❛♥s❡❝ts ♣❡r ❡❛❝❤ s❡✈❡♥ ♣❧♦ts
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✐s t❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♣❧♦t✳ ❚❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ♣❧♦t
✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✾ m2 m−2✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✷✵✵✻✳
✸✳✷✳✸ ❆■❙❆ ❛✐r❜♦r♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛
❍②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮
✇✐t❤ t❤❡ ❆■❙❆ ❊❛❣❧❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✭❙♣❡❝✐♠ ■♥❝✳✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ s❡❛s♦♥
✷✵✵✻✳ ❇❛s✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡
✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ✜rst r❛❞✐♦♠❡tr✐❝❛❧❧②✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❘❛❞✐♦♠❡tr✐❝
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t♦r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❛❧✐●❡♦
s♦❢t✇❛r❡ ✭t❤❡ ❆■❙❆ ✐♠❛❣❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙♣❡❝✐♠ ■♥❝✳✮ r✉♥♥✐♥❣ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ ❊◆❱■✴■❉▲ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❘❡q✉✐r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐♠❛❣❡ ♦r✲
t❤♦r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♦r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣✱ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❛❧✐●❡♦ s♦❢t✇❛r❡✳ ❆❝❝✉r❛❝②
♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥ts ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
❛ ❣❡♦❞❡t✐❝ ●❧♦❜❛❧ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭●P❙✮ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❉❡❝❧❛r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ❛❜♦✉t
✶✳✵ ♠ ✭❛r♦✉♥❞ ✷ ✕ ✸ ♣✐①❡❧s✮✳ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆❚❈❖❘✲✹ s♦❢t✇❛r❡
✭❘✐❝❤t❡r ✫ ❙❝❤❧ä♣❢❡r ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱
✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭♦r ❛❡r♦s♦❧ ♦♣t✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✮ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ❝♦❧✉♠♥✱ ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
t❤❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙P❊❈❚❘❆ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❆❚❈❖❘✲✹✳ ❆❡r♦s♦❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✷✵ ❦♠ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
✵✳✾✸ ✕ ✵✳✾✻ ❬µm❪✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❣r♦✉♥❞
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s❡✈❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡❛r✲▲❛♠❜❡rt✐❛♥ s♣❡❝tr❛❧ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ t❛r❣❡ts✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆❙❉ ❋✐❡❧❞❙♣❡❝ P❘❖ s♣❡❝tr♦r❛❞✐♦♠❡t❡r✳ ▼❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✻ ✪ ❛t ✺✺✵ ♥♠ ❛♥❞ ✶✳✽ ✪ ❛t ✽✺✵ ♥♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❛✮✳
✸✳✷✳✹ ❙❡♥t✐♥❡❧✲✷ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛
❚❤❡ s♣❛❝❡✲❜♦r♥ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② t♦ ❡st✐♠❛t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧
✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦♥ ❜♦❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❊❈ ❈♦♣❡r✲
♥✐❝✉s s❛t❡❧❧✐t❡ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ❙✷✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙❡♥t✐♥❡❧ ♠✐ss✐♦♥ s❡r✐❡s ♦♣❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♣❛❝❡ ❆❣❡♥❝② ✭❊❙❆✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡s❛✳✐♥t✴❊❙❆✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠❡❛♥ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ❢♦r t❤❡ s❝❡♥❡ ♦❢ 10×10 ♠ ✐♥ s✐③❡✱ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞s ♦❢ ❙✷
✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ♦❢ ✶✵ ❛♥❞ ✷✵ ♠ ✇❡r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡tr✐❡✈❛❧s t❤❛♥ ❛✐r❜♦r♥❡
❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜✲♠❡t❡r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❡❧❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✸✶t❤ ❆✉❣✉st ✷✵✶✻✮✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛
✇❡r❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✷ t♦♦❧❜♦① ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊❙❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳
✹✸
❆■❙❆ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛t❡ ✶✹✴✵✾✴✷✵✵✻
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❯❚❈✮ ✶✵✿✸✺ ✕ ✶✶✿✵✸
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✐❣❤t ❧✐♥❡s ✺
s♦❧❛r ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✹✻➦
s♦❧❛r ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ✶✽✷➦
✢✐❣❤t ❤❡❛❞✐♥❣ ✶✼✵➦
✢✐❣❤t ❛❧t✐t✉❞❡ ❛❜♦✈❡ t❡rr❛✐♥ ✸✻✵ ♠
s❡♥s♦r ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✸✾✳✼➦
s✇❛t❤ ✇✐❞t❤ ✷✵✵ ♠
s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ✸✾✶✳✼ ✕ ✾✽✶✳✻ ♠♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❞s ✻✺
s♣❡❝tr❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✽✳✻ ✕ ✾✳✺ ♥♠
s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✵✳✹ ♠
❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❯❚▼✱ ❩♦♥❡ ✸✹◆
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❆■❙❆ ❊❛❣❧❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳
❙✷ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛t❡ ✸✶✴✵✽✴✷✵✶✻
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❯❚❈✮ ✾✿✺✵ ✕ ✾✿✺✷
s♦❧❛r ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✹✸➦
s♦❧❛r ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ✶✻✵➦
♦r❜✐t ❤❡✐❣❤t ✼✽✻ ❦♠
♦r❜✐t t②♣❡ s✉♥✲s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✾✽✳✺➦
s✇❛t❤ ✇✐❞t❤ ✷✾✵ ❦♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛♥❞s ✶✸
❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❯❚▼✱ ❩♦♥❡ ✸✸◆
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❙✷ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❙✇❛t❤
✐s t❤❡ str✐♣ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❜❡♥❡❛t❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ♦r s❛t❡❧❧✐t❡ s❡♥s♦r ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ s✇❛t❤ ✇✐❞t❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭❏♦♥❡s ✫ ❱❛✉❣❤❛♥
✷✵✶✵✮✳
❖♥❧② ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ ❙✷ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ s❡✈❡♥ ❣r♦✉♥❞ ♣❧♦ts
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❛s ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞s
✇✐t❤ t♦♦ ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭✻✵ ♠✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇❡r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞
❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s❡t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ ❙✷ ❜❛♥❞s✿ ❇✷✱ ❇✸✱ ❇✹✱




✸✳✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ✸❉ tr❡❡ ♠♦❞❡❧s
❚❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s t♦ ❝r❡❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐❣✐t❛❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆✳ s♣r✉❝❡ tr❡❡✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣
s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✸❉ s❤❛♣❡s✳ ❋♦r t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛s ♠✉❝❤ ♣r❡❝✐s❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢❡❛s✐❜❧❡
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♦♥❧②
❢♦r t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ r❡s❡❛r❝❤ s✐t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ t❛✐❧♦r❡❞
t♦ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❷❡r♥á ❤♦r❛ s✐t❡ ✇❡r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✐t✳
❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❡❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t❡❞
✭✐✳❡✳ ▲✲s②st❡♠s✮✱ ✐s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛♥② ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠❡❛s✉r❡❞ ❛r❡ ❝❛✉s✐♥❣ ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧② ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉ts ✭❏❛♥♦✉t♦✈á ✷✵✶✷✮✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ▲✐❉❆❘ s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣❧② ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✇♦♦❞ ❛♥❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ❛♥❣✉❧❛r s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ✸❉ ❞✐❣✐t❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❡❡s ❜❛s❡❞
♦♥ s♣❡❝✐✜❝s ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡✳
❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❛s s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✳
✶✳ ❆♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙❧♦✉♣ ✷✵✶✸✮ ❢♦r s♣❛t✐❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉♥❦ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤❡s ❢r♦♠
t❡rr❡str✐❛❧ ▲✐❉❆❘ ❞❛t❛ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❜✱ ✸✳✽❝✮✳
✷✳ ❲❡ s❝❛❧❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛♥❞ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✉❝❡
♠♦❞❡❧ t♦ ✜t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▲✐❉❆❘ ❞❛t❛ ✇❡r❡ t❛❦❡♥
❛t t❤❡ ❷❡r♥á ❤♦r❛ s✐t❡✱ ✇❤❡r❡ tr❡❡s ✇❡r❡ ♦❧❞❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ❤❛❞
t♦ ❜❡ s❝❛❧❡❞ t❤❡ ❢♦r❡st ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡✳
✸✳ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦ts ✐♥t♦ t❤❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❡✮✳ ❚❤✐s ❧❛st st❡♣ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡✲
s✐s✳
✸✳✸✳✶ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥s ✲ tr✉♥❦s ❛♥❞ ♠❛✐♥ ❜r❛♥❝❤❡s
■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❙❧♦✉♣ ✭✷✵✶✸✮ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✇♦♦❞❡♥
s❦❡❧❡t♦♥ ✭tr✉♥❦s ❛♥❞ ♠❛✐♥ ❜r❛♥❝❤❡s✮ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t t❡rr❡str✐❛❧ ▲✐❉❆❘ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss
✇♦♦❞❡♥ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❣❛♣s ❢r♦♠ ♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❧❛s❡r r❡t✉r♥s ❞✉❡t t♦ ✈❛r✐♦✉s
♦❜st❛❝❧❡s ✭♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s✱ tr✉♥❦s✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞❧❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❣♦❡s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿
✶✳ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✲ s♣❛t✐❛❧❧②✲r❡❧❛t❡❞ ❝❧✉st❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✷✳ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✲ ❜r❛♥❝❤ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✸✳ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✲ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜r❛♥❝❤
str✉❝t✉r❡ ✭❙❧♦✉♣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❦❡❡♣ r❡❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ tr✉♥❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❝✮✳
✹✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ P❛rt ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❣r❡❡♥ ❧✐♥❡s✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❙❧♦✉♣
✷✵✶✸✮✳
Mwc = (xwc; ywc; zwc)
✸✳ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ③✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱
Mfc = (xfc; yfc; zfc)
✹✳ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❤❡✐❣❤t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦♦❞❡♥ ❛♥❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✭❜♦t❤
❝❧♦✉❞s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✮✱
ccor = zfc − zwc
✺✳ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r v ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
v = (xsk − xfc; ysk − yfc; zsk − zfc + ccor)





1 0 0 xwa − xfc
0 1 0 ywa − yfc
0 0 1 zwa − zfc + ccor





✼✳ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳
✹✾
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ t❡rr❡str✐❛❧ ▲✐❉❆❘ s❝❛♥s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ ❷❡r♥á ❤♦r❛ s✐t❡✱
✇❤❡r❡❛s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡st q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡✱ ✇❤❡r❡
❛✐r❜♦r♥❡✱ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧❧ t♦❣❡t❤❡r ✭❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✮✳ ❙✐♥❝❡
s♣r✉❝❡s ❛t t❤❡ ❷❡r♥á ❤♦r❛ s✐t❡ ✇❡r❡ ♦❧❞❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ tr❡❡s ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮
❛ s❝❛❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡q✉❛❧✐③❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ✇✐t❤ s✐③❡ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ tr❡❡s ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r
fs ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s q✉♦t✐❡♥t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❝❛♥♦♣② ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ③ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥





fs 0 0 0
0 fs 0 0
0 0 fs 0





❆❢t❡r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞✐str✐❜✉t✐♥❣ s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝r♦✇♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳
✸✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ s♣r✉❝❡ ❝r♦✇♥
❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝r❡❛t✐♦♥ ✇❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥
❝r♦✇♥✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❡❞❧❡s ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✐♥❢r❛r❡❞ ✭◆■❘✮ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr❛✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ s❤♦♦ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❙❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st r❡✢❡❝t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱
❡①✐st✐♥❣ ❧❡❛❢ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲❆■ ❛♥❞ ❧❡❛❢ ❛♥❣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭▲❆❉✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❢♦❧✐❛❣❡
♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✱ ❛❜♦✉t s❤♦♦t ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ▲❆■ ✭✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t
❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲❆❉ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❇❛rtá❦ ✭✶✾✾✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳
❚❤❡ ▲❆■ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❛❜❧❡ ❛s ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s❡r ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❆■✳
❙❤♦♦ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ✭✐✳❡✳ ♣❧❛♥❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤♦♦t ❛①✐s✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♥❡❡❞❧❡s✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛❝t
s❤♦♦t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✳
❚❤❡ s❤♦♦t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛❞ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦♦t ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❡❡ ❝r♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇❡ s♣❧✐t s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❜② t❤❡✐r ❛❣❡✿ ❝✉rr❡♥t✲②❡❛r s❤♦♦ts ❛♥❞ ♦❧❞❡r s❤♦♦ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣
✇❡ ♣❧❛❝❡ s❤♦♦ts t♦ t❤❡✐r ❞❡✜♥❡❞ s♣❛t✐♦✲❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
✸✳✸✳✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s
❆s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤♦♦ts ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ▲❆■✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝r♦✇♥ ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ▲❆■ ✈❛❧✉❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
nshoots =
2 · LAI · Sproj
Sshoot
, ✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ nshoots ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ s❤♦♦ts ✐♥ ❛ ✇❤♦❧❡ ❝r♦✇♥✱ Sshoot ✐s t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡s
✐♥ ♦♥❡ s❤♦♦t ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❇❧❡♥❞❡r✱ ✇✇✇✳❜❧❡♥❞❡r✳♦r❣✮✱ ❛♥❞ Sproj ✐s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛
♦❢ t❤❡ ❝r♦✇♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r✲
❝✉❧❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿
d = min(maxx −minx,maxy −miny), ✭✸✳✷✮
✺✵
✇❤❡r❡ d ✐s ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r tr❡❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ maxx ❛♥❞ minx ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ x ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ maxy ❛♥❞ miny ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r y ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s r✉♥s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t
❝❧♦✉❞ ✐♥t♦ ❝✉❜❡s ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡ ✭s✐❞❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✶✽ ♠ ❢♦r tr❡❡s ♦❢ ✶✺ ♠ ✐♥ ❤❡✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ s✐③❡
♦❢ ❝✉❜❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡
❝✉❜❡ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❝✉❜❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡✈❡r② ❝✉❜❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❦✲♠❡❛♥s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s t❤❡♦r② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳✻✮✳ ❊❛❝❤ ❝✉❜❡
❝♦♥t❛✐♥s s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts x = {x1,x2, . . . ,xn}✱ ✇❤❡r❡ n ∈ N ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❝✉❜❡✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ xi = (x, y, z)✳ ❚❤❡ ❦✲♠❡❛♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣
♠❛❦❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ t❤❡ k < n s✉❜s❡ts S = {S1, S2, . . . , Sk}✳ ❚❤❡ k ✐s t❤❡♥






✇❤❡r❡ npoints ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡ ❦✲♠❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❝❡♥tr♦✐❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❤♦♦t
✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❝✉❜❡s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥❡s ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦♦t✳
✸✳✸✳✸✳✷ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦ts ✐♥ t✇♦ ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s
◆❡①t t❛s❦ ✐s t♦ ❡①tr❛❝t s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♥❡❡❞❧❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣s✿ ❝✉rr❡♥t✲②❡❛r ❛♥❞ ♦❧❞❡r ♥❡❡❞❧❡s
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❡✮✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ tr❡❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉❜❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡✳ ■t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝✉❜❡s✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✱
❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ❝✉❜❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡✐r ❧❛r❣❡r s✐③❡ ❤❡❧♣s ✉s t♦ s❛✈❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝✉❜❡ ♠❡s❤❡s r❡q✉✐r❡s
♣❡r tr❡❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ tr❡❡ ✈❛r✐❡s ✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐t ❤❛s ▲✐❉❆❘
s❝❛♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t② ✐♥ s❡♥s❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡♥s✐t②✱ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❣❛♣s ❡t❝✳✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐③❡
♦❢ ❝✉❜❡s ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s♠❛❧❧❡r ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✵✳✶✽ ♠✮✱ ✇❤❡r❡❛s
❝✉❜❡s ❢♦r t❤❡ s❤♦♦t s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r ✭✐♥ t❤✐s st✉❞② ✵✳✸ ♠ ❢♦r ✶✺ ♠
❤✐❣❤ tr❡❡s✮✳
❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦ts ✐♥t♦ t✇♦ ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ tr❡❡
❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✐✳❡✳ ❝✉❜❡s ❛t t❤❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥✬s ♣❡r✐♣❤❡r②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❤♦♦ts ♦❝❝✉r ♣r❡✈❛✐✲
❧✐♥❣❧② ❛t t❤❡ ❝r♦✇♥ ♣❡r✐♣❤❡r②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝r♦✇♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r st❡♣s
✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✿
✶✳ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝✉❜❡ vc✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡r② ❝✉❜❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❤♦♦t
♣♦s✐t✐♦♥✱
✷✳ ✜♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs N26(vc) ♦❢ ❝✉❜❡ vc ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✮✱
✸✳ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✲ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝✉❜❡ ♦❢ t❤❡ N26(vc) ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐❢ ②❡s ❛❞❞ t❤❡ vc t♦ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡ ❝✉❜❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❝✉❜❡✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❝✉❜❡✱




❚❤❡ ❝r♦✇♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♥✈❡①✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♥❡✇ s❤♦♦ts ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝r♦✇♥ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❣r♦✇✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✐r ❣❛♣
s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❝✉❜❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝r♦✇♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✿
✹✳✶✳ ✜♥❞✐♥❣ ❝✉❜❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝r♦✇♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐♥ ❛ ❝✉rr❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ✲ Vc✱
✹✳✷✳ s❡♣❛r❛t✐♥❣ Vc ✐♥t♦ ❧✐♥❡s ❜② x ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱
✹✳✸✳ ✜♥❞✐♥❣ ❝✉❜❡s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✲ vmin✱ vmax✱
✹✳✹✳ ✜♥❞✐♥❣ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ vmin ❛♥❞ vmax✱
✹✳✺✳ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥② ❣❛♣s✱ ✜❧❧ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❝✉❜❡s✱
✹✳✻✳ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❡t Vcf ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝✉❜❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝✉❜❡s ❢r♦♠ Vc✱
✹✳✼✳ r❡♣❡❛t✐♥❣ st❡♣s ✹✳✷✳ ✕ ✹✳✺✳ ❢♦r t❤❡ ②✲❛①✐s✱
✹✳✽✳ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝✉❜❡s ✐♥t♦ Vcf ✱
✹✳✾✳ s❡♣❛r❛t✐♥❣ Vcf ✐♥ ❧✐♥❡s ❜② x ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱
✹✳✶✵✳ ✜♥❞✐♥❣ ❝✉❜❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ y ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✲ vmin✱ vmax✱
✹✳✶✶✳ ❛❞❞✐♥❣ ❝✉❜❡s vmin ❛♥❞ vmax ✐♥t♦ Vc new✱
✹✳✶✷✳ r❡♣❡❛t✐♥❣ st❡♣s ✹✳✾✳ ✕ ✹✳✶✶✳ ❢♦r t❤❡ ②✲❛①✐s✱
✹✳✶✸✳ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❝✉❜❡s Vc new ❛s t❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝✉❜❡s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡ss❡s tr❡❡ ❝r♦✇♥✱ ❛s ❜❡✐♥❣ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs ✭ln✮✳
❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♦♥❡ ✇❤♦r❧ t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✵✳✽ ♠
♦❢ ❝r♦✇♥ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t✲②❡❛r ♥❡❡❞❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✇❛s ❛ss✐❣♥❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❇❛rtá❦ ✭✶✾✾✷✮ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s
✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✿
✶✳ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t✲②❡❛r s❤♦♦ts ✐♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡r ln✱
✷✳ ✜♥❞✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝✉❜❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥ ✐♥ ln✱
✸✳ ✜♥❞✐♥❣ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❝✉❜❡s✱
✹✳ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦✉♥❞ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✱
✺✳ ❛❞❞✐♥❣ ❢♦✉♥❞ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉rr❡♥t✲②❡❛r s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✱
✻✳ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥❞ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✱
✼✳ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝✉rr❡♥t✲②❡❛r s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s❀
t❡st✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐♥ ln✱
✽✳ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦r st♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❝✉rr❡♥t s❤♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥s✱
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✾✳ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t ❧❛②❡r ❛♥❞ r❡♣❡❛ts
st❡♣s ✶✳ ✕ ✼✳✱
✾✳ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉❜❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ tr❡❡ ❝r♦✇♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ tr❡❡ tr✉♥❦ ✐♥ ln ❞♦♥❡
❢♦r x✱ y ❛①✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮✱





t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r s❤♦♦t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s v = (L− 0)✱ ✇❤❡r❡ 0 ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✲





1 0 0 vx
0 1 0 vy
0 0 1 vz













cosγ −sinγ 0 0
sinγ cosγ 0 0
0 0 1 0









cosβ 0 −sinβ 0
0 1 0 0
sinβ 0 cosβ 0















1 0 0 vx
0 1 0 vy
0 0 1 vz









cosγ cosβ −sinγ −cosγ sinβ 0
sinγ cosβ cosγ −sinγ sinβ 0
sinβ 0 cosβ 0











cosγ cosβ −sinγ −cosγ sinβ vx
sinγ cosβ cosγ −sinγ sinβ vy
sinβ 0 cosβ vz





❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ s❤♦♦ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ◆♦r✇❛②
s♣r✉❝❡ tr❡❡✳
✸✳✸✳✹ ▼❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡
◆❡✇ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ tr❡❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❡rr❡str✐❛❧ ▲✐❉❆❘ s❝❛♥s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✳ ❚❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦✉t ♦❢ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✿
✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ❛♥❞ ❢♦❧✐❛❣❡ ✲ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦ts✳ ❚❤❡ ✇♦♦❞❡♥ s❦❡❧❡t♦♥ ✇❛s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣
▲✐❉❆❘ r❡t✉r♥s ❢r♦♠ ♠❛✐♥ ✇♦♦❞❡♥ tr❡❡ ♣❛rts ✭tr✉♥❦ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞
❜② ❙❧♦✉♣ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
st✉❞②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❛s❦ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥
❛ tr❡❡ ❝r♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ♦✉t❝♦♠❡✳
❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡ ❝♦♥t❛✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❢❛❝❡ts✱ ❛❜♦✉t ✷✷ ▼✐❧❧✐♦♥s✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝❡ts
✇❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✸❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚♦✉❧♦✉s❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ■♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❢♦r❡
✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✉s❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❝❛♥♦♣② ❢♦r❡st s❝❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✸✱ ✸✳✹✳✹✱ ❛♥❞ ✸✳✹✳✺✳
✺✼
✸✳✹ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
❢♦r r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✭❘❚✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❘❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❢♦r❡st s❝❡♥❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❛✮ ❝♦♥t❛✐♥ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts✱ t❤❡r❡❢♦r❡
❘❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✉s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡
t❤❡ s❝❡♥❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ✜✈❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❤♦✇ t♦ ♣❛✲
r❛♠❡tr✐③❡ tr❡❡s ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt t❤❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♣r❡✲♣r❡♣❛r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r♦✇♥ s❤❛♣❡s ✭❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ♣❛rts ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛t t❤r❡❡ str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧s✿
s❤♦♦t ❧❡✈❡❧✿ ❋♦✉r s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✱
tr❡❡ ❧❡✈❡❧✿ ❋♦✉r s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ✇❤♦❧❡ tr❡❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛✐r❜♦r♥❡
❞❛t❛ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✮✱
❝❛♥♦♣② ❧❡✈❡❧✿ ❋♦✉r s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ✇❤♦❧❡ ❢♦r❡st s❝❡♥❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✮✳
✸✳✹✳✶ ❉❆❘❚ s❝❡♥❡s
■♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ tr❡❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ✜rst
✇❛② ✉s❡s t❤❡ ♣r❡✲♣r❡♣❛r❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r♦✇♥ s❤❛♣❡s ✭❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳
❚✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡ s♠❛❧❧ ❢❛❝❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❆❉✱ ▲❆■ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❉❆❘❚ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❣❛♣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥
✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✱ ❣❛♣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛✲
t✐✈❡ tr✉♥❦ ✇✐❞t❤✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛s s✐♠♣❧❡ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ tr❡❡
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❝♦♥✐❢❡r♦✉s
tr❡❡s t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞s t♦ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ ❢♦r❡st r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ✭❘❙✮ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✐❢❡r♦✉s s♣r✉❝❡ st❛♥❞ t❤❛♥ ❢♦r ❜r♦❛❞❧❡❛❢ ❜❡❡❝❤ st❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ tr❡❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✜♥❡ s❝❛❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❝♦♥✐❢❡r tr❡❡s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛② ❤♦✇ t♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ tr❡❡s ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ✐♠♣♦rt ❛ ✸❉ tr❡❡ ♠♦❞❡❧
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣♦rt ♦❜❥❡❝t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ s❡t ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✱ ❡✳❣✳ s❡t ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡ ❝❛t❡❣♦r②
♦❢ s❤♦♦ts✳
❚❤❡ ✸❉ tr❡❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❋✐rst r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡✱ ❜✉t ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
❞❡♠❛♥❞✐♥❣✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t✉r❡ tr❡❡s ✐s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❛② ❤♦✇ t♦ tr❡❛t t❤❡ ✸❉ tr❡❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rt t♦ t✉r❜✐❞
❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s❡t ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t ❣r♦✉♣s
✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❘❚ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧






❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝✐❞❡♥t s♦❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝r♦✇♥ ✭✐✳❡✳✱ s✉♥ ❡①♣♦s❡❞✱ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ s❤❛❞❡❞
❧❡✈❡❧s s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✮ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ s✐t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡ tr❡❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ t❛❦❡♥ ❛♣❛rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ s❡❛s♦♥s ♣r✐♦r ✷✵✵✵ ✭P♦❦♦r♥ý ✫ ▼❛r❡❦ ✷✵✵✵✮✳
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦✇♥ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵✳
❝r♦✇♥ ❧❡✈❡❧ ❝✉rr❡♥t ♥❡❡❞❧❡s ✶ ✲ ②❡❛r ♦❧❞ ♥❡❡❞❧❡ ✷ ✲ ②❡❛r ♦❧❞ ♥❡❡❞❧❡
❡①♣♦s❡❞ ✵✳✹✶ ✵✳✹✷ ✵✳✶✼
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✵✳✶✺ ✵✳✶✽ ✵✳✻✼
s❤❛❞❡❞ ✵✳✵✷ ✵✳✸✶ ✵✳✻✼
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✵✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤r❡❡ s♣r✉❝❡ ♥❡❡❞❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤r❡❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝r♦✇♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♣r✉❝❡ tr❡❡s ✭s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝r♦✇♥
❧❡✈❡❧ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✮ ✭❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❛✮✳
❉✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♣r✉❝❡ tr❡❡s
✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❝❛♣t✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❜♦✈❡✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ▲❆❉ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛♣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ t♦ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✸❉
s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
✸✳✹✳✸ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t s❤♦♦t ❧❡✈❡❧
❖❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✇❡r❡✿
❼ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❉❆❘❚ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✸❉ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✶✾❛✮ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✸❉ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜✮
❼ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉♥ ③❡♥✐t❤ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤
❛♥❣❧❡s✳
❋♦r t❤✐s t❛s❦s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❈❡♥tr❡ ❞✬❊t✉❞❡s ❙♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❇■❖s♣❤èr❡ ✭❈❊❙❇■❖✮ ❛♥❞ ❘❆✲
❞✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ▼♦❞❡❧ ■♥t❡r❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭❘❆▼■✮ ■❱ ❡①❡r❝✐s❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t
♠♦❞❡❧ ✭♥❡❡❞❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❛✮ ❛♥❞ ✐ts ✜rst s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s✐♠♣❧❡ ✶✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜✮ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞
❜② ◆✐❝♦❧❛s ▲❛✉r❡t ❢r♦♠ ❈❊❙❇■❖ ❢♦r ❘❆▼■ ■❱ ❡①❡r❝✐s❡s ✭❲✐❞❧♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
t✇♦ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
■♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✐s st✐❧❧ t♦♦ ❤✐❣❤
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧♦♦❦✲✉♣✲t❛❜❧❡s ✭▲❯❚✮ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✇❛s ♥❡❡❞❡❞
t♦ ✉s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜rst s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❛✮ ✇❛s t❛❦❡♥ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
■♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ r❡✲
✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ♦❢ ✇❤♦❧❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s 1 ❛♥❞ 0 ✇❡r❡
❝❤♦s❡♥✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜✮ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♥❛❞✐r ✈✐❡✇ ✭③❡♥✐t❤ ✈✐❡✇✐♥❣
❛♥❣❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✮ ❛♣♣❡❛r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✇✐❞t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❝ ❛♥❞ ✸✳✶✾❞✮✳ ❇♦t❤ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ❤❛s s♠❛❧❧ ♣❧❛♥❡s ❛❞❞❡❞








r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❡❧❧ s✐③❡✳
◆❡①t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❝❡❧❧ s✐③❡
♦❢ ✵✳✶ ♠✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❛✮
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❜✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❝✮ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡
♦♥❡ t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ ✸ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❞✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❤♦❧❡ s❝❡♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ s✐♠✉✲
❧❛t❡❞ s✐♥❣❧❡ tr❡❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❜✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❝✮
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♥♦t s♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✼✱ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦t❤ ❧❛st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s✐♠✲
♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✮✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t
♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❜✮ ✐s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧ s❤♦✇❡❞ str♦♥❣ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t
♦♥ tr❡❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ❝r♦✇♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥❣❧❡s ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❛ss❡ss♠❡♥t ♦♥❧② t✇♦ s❤♦♦t t②♣❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡❡❞❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❛✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡
✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❜✮ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❛t t❤❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✾✮✿
❼ ❢✉❧❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡✿ ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ st❡♣ ✶✵➦ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ st❡♣ ✸✻➦❀
❼ t✇♦ ❜❛♥❞s✿ ✻✼✺ ❛♥❞ ✽✸✵ ♥♠❀
❼ t❤r❡❡ ✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✿ ♥❛❞✐r✱ ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✷✷➦ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ✸✵➦✱ ❛♥❞ ③❡♥✐t❤ ❛♥❣❧❡ ✽✵➦
❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ✸✺✹➦❀
❼ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ♦❢ ✇❤♦❧❡ s❝❡♥❡✳
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ✈❛❧✉❡s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤✐s t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s t✐♠❡ ✐t ✐s s❡❡♥ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳
✻✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❛✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❜✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✷ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❝✮ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❚❤✐s ♣❛rt s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✳ ❙t✐❧❧ t❤❡r❡
✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❛✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺❜✮
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣r✉❝❡ ♥❡❡❞❧❡s ❛♥❞ ✐ts ❛♥❣✉❧❛r ❛♥✐s♦tr♦♣②
✭❙t❡♥❜❡r❣ ✶✾✾✻✱ ❙♠♦❧❛♥❞❡r ✫ ❙t❡♥❜❡r❣ ✷✵✵✸✱ ❘❛✉t✐❛✐♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❛♥❞ ▼õtt✉s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮
♥❡❡❞s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛②✲tr❛❝✐♥❣ ❘❚ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❢✉rt❤❡r ❡❧❛❜♦r❛t❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡s♦✉r❝❡s✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤♦✉t t✉r❜✐❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✳ ❉✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r r❡s♦✉r❝❡s ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❛ss❡ss ✐t ❛t t❤❡ ❝❛♥♦♣② ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ❛t t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵❛✮✱
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵❜✮✱
❼ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✵❝✮
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✭✸✳✸✵❞✮✱
❛♥❞
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✭✸✳✸✵❡✮✳
❆❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ ❛✐r❜♦r♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡❧❧ s✐③❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛s s✐♠✐❧❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛✱ ✐t ✇❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡t ✉♣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❢♦r ❉❆❘❚ s❝❡♥❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉♥ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞
r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✇❛s s❡t ✉♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡ s✉♥ ❛♥❣❧❡s ✇❛s s❡t ✉♣ t❤❡ s❛♠❡




❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ❢r♦♠ ❛✐r❜♦r♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✱ t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭♥❡❡❞❧❡✮✱ ❜✮ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭s✐♠♣❧❡ ✶✮✱ ❝✮ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❜❛s❡✮✱ ❞✮ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭♥❡❡❞❧❡ t✉r❜✐❞✮✱ ❛♥❞ ❡✮ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭s✐♠♣❧❡ ✶ t✉r❜✐❞✮✳
❆t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛♥♦♣② s❝❡♥❡ ✉s✐♥❣
✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s t♦♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡ ❝❛♥♦♣② ❢♦❧✐❛❣❡
♦❜❥❡❝ts ❤❛❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r ✜✈❡
❉❆❘❚ ❝❛♥♦♣② s❝❡♥❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷❡✮✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ❉❆❘❚
❝❛♥♦♣② s❝❡♥❡s ✇❡r❡✿
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷❛✮✱
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷❜✮✱
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✷ s❤♦♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷❝✮✱
❼ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✸ s❤♦♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷❞✮✱ ❛♥❞
❼ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✷❡✮✱
❆❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ s❝❡♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✸✳✶✹✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❛❧ s♣r✉❝❡ ❝❛♥♦♣② ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡
s♦❧❛r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ✐♠❛❣❡s ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✸✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❉❆❘❚
❝❛♥♦♣② s❝❡♥❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ❘❙ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❘❙ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸
s✐t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛✐r❜♦r♥❡ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✉♥❞❡r ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ 100×100 ♠ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✸ ❞❛t❡ t❡r♠s ✭✷✵✵✻✱
✷✵✶✶✱ ❛♥❞ ✷✵✶✸✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✮✳ ▲✐❦❡ t❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢♦r❡st r❡✢❡❝t❛♥❝❡
✭❇❘❋✮ ✇❛s ❝❛♣t✉r❡❞✳
❋✐rst ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❝❡♥❡s ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳
❖♥❧② t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❛✐r✲
❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✸ ②❡❛rs✱ ♣r❡✈✐♦✉s ❉❆❘❚ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♥❡✇ s❝❡♥❡s
✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❢♦✉r s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst
s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜✮ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② P❘❖❙P❊❈❚ ✺ ✭❋✐❣✲





s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡ ♥❡❡❞❧❡ s✐♠♣❧❡ ✶ s✐♠♣❧❡ ✷ s✐♠♣❧❡ ✸
▲❆■ ✼ ✶✺✳✻✶ ✻✳✺ ✼✳✶✷ ✶✹✳✵✽
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺✿ ❚❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ✸❉ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✳ ❚❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ P❘❖❙P❊❈❚ ✈❡rs✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✻✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛✐r❜♦r♥❡ ♠❡❛♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✼✿ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✭♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✳
✼✼
❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✽✮✳ ❆❧s♦ t❤✐s ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✷ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧
❣✐✈❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s✳
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧❡ ✶ s✐♠♣❧❡ ✷ s✐♠♣❧❡ ✸ ♥❡❡❞❧❡ ❜❛s❡ s✐♠♣❧❡ ✶
✉s❡❞ P❘❖❙P❊❈❚ ✈❡rs✐♦♥ ✸❙ ✸❙ ✸❙ ✸❙ ✸❙ ✺
❘▼❙❊ ✵✳✵✶✵✻ ✵✳✵✶✵✵ ✵✳✵✷✹✵ ✵✳✵✸✹✾ ✵✳✵✽✷✽ ✵✳✵✷✷✷
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻✿ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✽✿ ❚❤❡ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✺✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❱■❙ s♣❡❝tr❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞
❜② ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ P❘❖❙P❊❈❚ ✸❙ ❘❚▼ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✹✮✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐t❤ ✉s❡❞
✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s
❛♥❞ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞
t♦ ✉s❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✇❛s tr❡❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ s❤♦♦t ❛♥❞ t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ❝❛♥♦♣② ❧❡✈❡❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❤♦♦t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ▲❆■ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ▲❆■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✺✳ ❚❤❡ ❜❡st s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✶
♦r s✐♠♣❧❡ ✷✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞s ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤❡s❡ t✇♦
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s t❤❡r❡ ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❡ss ❢❛❝❡ts✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜❡st s❡t✉♣
✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❉❆❘❚ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾❜✮
❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ♣❛rt t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳
✼✽
✸✳✹✳✻ ▼❛✐♥ ♦✉t❝♦♠❡
❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❦❡② ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✇❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧ ✉s❡❞ t✇♦ ♥❡✇ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❛s s✐♠✲
♣❧❡ ✷ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✸✮ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❤✐❣❤ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✷ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ str♦♥❣ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝② ✇❛s st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ s✐♥❣❧❡ s❤♦♦ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛❞✐r
✈✐❡✇✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② r❡❣✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s✳ ▲❡ss ❛♥❣✉❧❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❛♥❣✉❧❛r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ s❤♦♦t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r♦✇♥✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ tr❡❡ ❧❡✈❡❧
✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✲
♣❧❡ ✷ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥ r❡✢❡❝t❛♥❝❡
✭❇❘❋✮✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♣② ❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❞❡❝✐❞❡✱ ✐❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❘❙ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❡❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛❧❧ ❢♦✉r s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐r❜♦r♥❡
❞❛t❛ ♦❢ ❛ s♣r✉❝❡ ❢♦r❡st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞
❝❡❧❧s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r❡st ❝❛♥♦♣② r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✶ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡✢❡❝t❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✜ts ❜❡tt❡r ✇✐t❤ r❡❛❧ ❛✐r❜♦r♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛✳
❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛✐r❜♦r♥❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❉❆❘❚ ❝❛♥♦♣② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥✜r♠
t❤❛t s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ✶ ♦r s✐♠♣❧❡ ✷ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✵✳✵✶✵✻ ❛♥❞ s✵✳✵✶✵✵
✜t ❜❡tt❡r t♦ r❡❛❧ ❛✐r❜♦r♥❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡
✵✳✵✽✷✽ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✽✮✳
❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡✳ ❆s t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t❧② ✉♣❞❛t❡❞
❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❛ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧
s♦♦♥ ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❝❛♥♦♣② s❝❡♥❡s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss✐t②✳
✼✾
✸✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s t♦ t❡st ✐❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ ▲❡❛❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧ ❛✰❜ ❝♦♥t❡♥t ✭❈❛❜✮ ❛♥❞ ▲❆■✮ ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❜② t✇♦ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ✭▲❯❚s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s♣r✉❝❡ ❝❛♥♦♣②
✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✭❜❛s❡ ✈❡rs✉s ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✉❝❡
❝❛♥♦♣② ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✸✱ ✸✳✹✳✹✱
❛♥❞ ✸✳✹✳✺✮✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✿
❼ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ▲❯❚s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮✳
❼ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❙❡♥t✐♥❡❧✲✷ ✭❙✷✮ ✐♠❛❣❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ s✉♣♣♦rt
✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮ t♦ ❜♦t❤ ▲❯❚s ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❱▼ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷✮✳
❼ ▲❛st✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸
s✐t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ✐ts ❉❆❘❚ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✸✳✺✳✶ ▲❯❚ ❝r❡❛t✐♦♥
❚❤❡ ▲❯❚s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝ts ✭❘❡❞❊❞❣❡ ✲ ❘❊❉✲
❊❉●❊✲❈●✲❈❊❙❇■❖✲❆❚❇❉✲✵✸✲✵✵✵✷ ❛♥❞ ❍❨P❖❙ ✲ ❆❖✴✶✲✽✸✹✺✴✶✺✴◆▲✴▲✈❍ ♣r♦❥❡❝ts✱ ❊✉r♦♣❡❛♥
❙♣❛❝❡ ❆❣❡♥❝②✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❞✐✛❡r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❥❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ▲❯❚ str✉❝t✉r❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r ✐ts ❝r❡❛t✐♦♥ ❡t❝✳ ❚❤❡ ▲❯❚
✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❛✐r❜♦r♥❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡ ✐♥ ✷✵✵✻
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✷ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ▲❯❚ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s
✇❛s t❛✐❧♦r❡❞ t♦ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ s❛♠❡ st✉❞② s✐t❡✱ ❜✉t ✐♥ ✷✵✶✻ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✷
❛♥❞ ✸✳✷✳✹✮✳ ❋♦r ▲❯❚s ❝r❡❛t✐♦♥ t❤❡ ♥❡✇❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡
✇❤❡♥ t❤❡② ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❙♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝ts✳ ▼♦st ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ s❡♥s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝②✳
✸✳✺✳✶✳✶ ❇❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
❚❤❡s❡ ▲❯❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ✺✳✺✳✶ ✈✹✾✹ ✭r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ✷✵✶✹✮✳
P❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✉❝❡ ❝❛♥♦♣② ✐♥ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧✲
r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✸✳✹✳✺✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ s❝❡♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✼✳ ❈❛♥♦♣②
❝♦✈❡r ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵ ❛♥❞ ✾✺ ✪ ✐♥ st❡♣ ♦❢ ✶✺ ✪✳ ❈❛♥♦♣② ❝♦✈❡r ❜❡❧♦✇ ✺✵ ✪ ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐✲
❞❡r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❇❘❋✮ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢♦r❡st st❛♥❞ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♣r❡✈❛✐❧✐♥❣❧② ❜② t❤❡ ❢♦r❡st
✉♥❞❡rst♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦✉r ❉❆❘❚ s❝❡♥❡s✳
❚❤❡ ▲❆■ r❛♥❣❡ ✭✸ ✕ ✶✵✮ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭▲❡✉s❝❤♥❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❀ P♦❦♦r♥ý ❛♥❞ ❙t♦❥♥✐↔ ✷✵✶✸✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✼✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② s♣r✉❝❡
st❛♥❞s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤❡r ▲❆■ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝❛♥♦♣② ❝♦✈❡r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ LAI < 3 ❛s t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡rst♦r② ♣❧❛♥ts ❛♥❞ ✇♦♦❞❡♥
❡❧❡♠❡♥ts ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❏❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻✮✳
❋♦✉r s❝❡♥❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭✢❛t✱ s♦✉t❤✱ ♥♦rt❤✱ ❛♥❞ ❡❛st ♦r✐❡♥t❡❞ s❧♦♣❡s✮ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♠♦✉♥t❛✐♥ r❡❣✐♦♥s✳
✽✵
♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧
❝❛♥♦♣② ❝♦✈❡r ✭❈❈✮ ✺✵✱ ✻✺✱ ✽✵✱ ✾✺ ✪
▲❆■ ✸ ✕ ✶✵ ✇✐t❤ st❡♣ ✶
t♦♣♦❣r❛♣❤② ✭t♦♣♦✮ ✢❛t✱ s♦✉t❤✱ ♥♦rt❤✱ ❛♥❞ ❡❛st s❧♦♣❡
❧❡❛❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❧♦♣✮ ✾✵✵ ✹✻✹✯
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✭t♦♣♦ · ❈❈ · ▲❆■ · ❧♦♣✮ ✭t♦♣♦ · ❈❈ · ✭❝♦♠❜✭▲❆■ ❛♥❞ ❧♦♣✮✮✮
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✶✺ ✷✵✵ ✼ ✹✷✹
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✼✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ✭✯✮ ❧❡❛❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❝❛s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s✱
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧❡❛❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ r❛♥❣❡ ✸
✕ ✶✵✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡② ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❧❡❛❢
♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤✐s s❡t ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ▲❆■ ❧❡✈❡❧✳
▲❡❛❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉ts ✐♥t♦ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
P❘❖❙P❊❈❚ ✸❙✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r t❤❡ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ ♥❡❡❞❧❡s ❜② ▼❛❧❡♥♦✈s❦ý
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❉❆❘❚ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ tr❡❡
❝r♦✇♥ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧❛②❡rs✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡❛❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r♦✇♥ ❧❡✈❡❧
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ P❘❖❙P❊❈❚ ✸❙ s✐♠✉❧❛t❡s ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧②
✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✺✵ ❛♥❞ ✶✵✵✵ ♥♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦
r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✵✵✵ ♥♠✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❛s ✶ ♥♠✳
▼❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ P❘❖❙P❊❈❚ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✈♥r♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ P❘❖❙P❊❈❚ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♦❧ ♦❢ ✺✵ ✵✵✵ ✐♥♣✉t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞
❜② r❡❛❧✐st✐❝ ♠✐♥ ✕ ♠❛① r❛♥❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❙t✉❝❦❡♥s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱
❋❡r❡t ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽✱ ✷✵✶✶✱ ❛♥❞ ❈✐❣❛♥❞❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾✮ ♦r ❜② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✾✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✾✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧❡❛❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❈❛❜ ✲ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧
❝♦♥t❡♥t✱ ❈✇ ✲ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t✱ ❈♠ ✲ ❞r② ♠❛tt❡r ❝♦♥t❡♥t ❢♦r s♣r✉❝❡ ♥❡❡❞❧❡s✳
❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❈❛❜✱ ✐t ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣
s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧ ✈❛❧✉❡s ✇❛s s♣❛❝❡❞ ❡q✉❛❧❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♦❧ ♦❢ ✐♥♣✉t
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❈❛❜ ✈❛❧✉❡s ✭❡✳❣✳ ❈❛❜ ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
✶✵ ❛♥❞ ✶✵✵ µg cm−2✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✐♥❡ ❣r♦✉♣s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥✐♥❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ✶✵ µg cm−2 ❡❛❝❤✮✳
❋r♦♠ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ t❡♥ P❘❖❙P❊❈❚ ✐♥♣✉t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡♥ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ✾✵✵ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s s❝❡♥❡s✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡r✐✈❡❞ ❜② P❘❖❙P❊❈❚
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✵✳
✽✶

✸✳✺✳✶✳✸ ❈♦♠♠♦♥ ❝♦♠♣✉t❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ▲❯❚ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡st s❝❡♥❡ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡r❡ s✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ❛t ▼❡t❛❈❡♥tr✉♠✱ ❈③❡❝❤ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✭✇✇✇✳♠❡t❛✲
❝❡♥tr✉♠✳❝③✮✳ ❇♦t❤ ▲❯❚s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ②❡❛rs✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✈❡rs✐♦♥s ✇❡r❡
✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ▲❯❚s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ✷✵✶✻ ❢♦r t❤❡ ▲❯❚s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞✳
❈♦♠♣✉t❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ▼❡t❛❈❡♥tr✉♠ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❜♦t❤ ▲❯❚s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✽✳
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ ✸❉ ♠♦❞❡❧
✉s❡❞ ❉❆❘❚ ✈❡rs✐♦♥ ✺✳✺✳✶ ✈✹✾✹ ✺✳✻✳✸ ✈✽✺✽
②❡❛r ♦❢ ❉❆❘❚ ✈❡rs✐♦♥ r❡❧❡❛s✐♥❣ ✷✵✶✹ ✷✵✶✻
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♣❡r ❝❛♥♦♣② ❝♦✈❡r ❛♥❞ t♦♣♦❣r❛♣❤② ✷✹ ✷✵
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✸✵✵ ✷✸
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r✉♥ ✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ ✽ ✷
❘❆▼ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✸✷ ●❇ ✷✺ ●❇
❞✐s❦ ❝❛♣❛❝✐t② r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✶✵✵ ●❇ ✶ ●❇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♣❡r s❡q✉❡♥❝❡ ✶✵ ✕ ✹✽ ❤ ✻ ✕ ✶✹ ❤
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✽✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t ▼❡t❛❈❡♥tr✉♠
❢♦r t✇♦ ▲❯❚s✿ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞
❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ✷✵✶✻✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❜② t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ✶ ♥♠✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❞❛t❛❜❛s❡s ✇❡r❡ r❡s❛♠♣❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙✷ ✐♠❛❣❡s✱ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❍✉❝❦ ✫ ❇❡rt❤✲
❡❧♦t ✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❢r♦♠ r❡❛❧ ❙✷ ✐♠❛❣❡s✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❍♦♠♦❧♦✈á ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❜✮✳
✸✳✺✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■
❚❤❡ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ r❡tr✐❡✈❛❧s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❱▼ ✭❈❤❛♥❣ ✫ ▲✐♥ ✷✵✶✶✮✱ ❛s t❤❡s❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙❱▼
❛r❡ ❦❡r♥❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ✇✐❞❡❧② ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ◆✲❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s
♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❙♠♦❧❛ ✫ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ✷✵✵✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✮✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡✿ ✐✮ t❤❡ ❝♦st
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ✭♣❛r❛♠❡t❡r C✮ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ♥❡✲
❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ C ❛♥❞ γ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❙❱▼ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ✺✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ▲❯❚✱ ✐✳❡✳ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭r2✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❆♥ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛s t❤❡ ✷✺✪ ♦❢ ❈✱ γ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r2 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✷✮✳
❙✐♥❝❡ C > 15 ❝❛✉s❡❞ ♦✈❡rtr❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙❱▼✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✜① t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈
❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❡ ❧❡ss st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞✳ ■t ✇❛s ✐♥❡✣❝✐❡♥t
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦st ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✱ t❤❡r❡❢♦r❡ γ ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ r❛♥❣❡
♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✲✺ ❛♥❞ ✺ ✇✐t❤ st❡♣s ♦❢ ✶✳
❚❤❡ ❙❱▼ ✇❛s tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✶✵✵✵ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❙✷ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s
♦❢ ▲❯❚✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ✇❡r❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② 3×3 ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ♠❡❞❢✐❧t✷
✽✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙❱▼ ❦❡r♥❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❈❛❜ ✲ ❧❡❛❢ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧
❝♦♥t❡♥t✱ ▲❆■ ❛♥❞ ❧❡❛❢ ❛r❡❛ ✐♥❞❡① ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✷ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❣r❛♣❤s s❤♦✇ r❡s✉❧ts ❢♦r ▼❙❊✱
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❣r❛♣❤s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✭r2✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❣r❛♣❤s ❢♦r t✐♠❡ ♦❢ ♣r♦✲
❝❡ss✐♥❣✳
✐♥ ▼❛t❧❛❜✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ✇❡r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞
✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❣❡s ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✾✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣✐①❡❧s
✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❢♦r❡st❡❞ ❛r❡❛s
♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❢♦r❡st❡❞ ♣✐①❡❧s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳ ❋✐♥❛❧ ♠❛♣s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ▲❯❚s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✹✸
❛♥❞ ✸✳✹✹✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲❯❚ ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ r❡❛❧
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸✳
✸✳✺✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛❜ ❛♥❞ t❤❡ ▲❆■ r❡tr✐❡✈❛❧s ❢r♦♠ ❙✷ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ t❤❛t
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❧♠♦st s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤ ❙✷ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐♥ s✉♠♠❡r ✷✵✶✻ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳
❚❤❡ ✜❡❧❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❧♦ts ❛r❡ ❜❡tt❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡❛ t❤❛♥ ✐♥ ✷✵✵✻ ✭s❡❡ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ t❡♥ ②❡❛rs ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r❡st ❤❡✐❣❤t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ▲❯❚s ✐s ♥♦t s✉❝❤
❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❙✷ ✐♠❛❣❡ s✉❜s❡t ❝♦♥t❛✐♥s s♣r✉❝❡
❢♦r❡sts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻
✽✹
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✸✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❈❛❜ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ▲❯❚ ✇✐t❤ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ▲❯❚ ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳
✽✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✹✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ▲❆■✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ▲❯❚ ✇✐t❤ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢r♦♠ ▲❯❚ ✇✐t❤ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s✳
✽✻
❛♥❞ ✷✵✶✻ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✸✾✱ ✸✳✹✵✱ ❛♥❞ ✸✳✹✶✮✳
❋♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈❛❜ ❢r♦♠ ❙✷ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧ s✐③❡ ♦❢ 20× 20 ♠✱ ♠❡❛♥ ❈❛❜
✈❛❧✉❡ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡ tr❡❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧♦t ✭2×2 ❙✷ ♣✐①❡❧s✮✳ ▼❡❛♥
❈❛❜ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❧♦ts✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❈❛❜ ❂
✸✵ ✕ ✹✵ µg cm−2✳ ❚❤❡ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❡r ♣❧♦t ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ ✐♥ r❛♥❣❡ ✺ ✕ ✾ m2 m−2✳
❋♦r ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② s❡✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
✐s ✈❡r② ❧♦✇✱ s✐♥❝❡ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s r❡✲
❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ s❝❛tt❡r ♣❧♦t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✺✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✉s❡❞ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s✳
✭❛✮ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛❜✳ ✭❜✮ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❆■✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✺✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❙✷ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s❡✈❡♥ ❧♦❝❛❧✐t✐❡s
❛t t❤❡ ❇í❧ý ❑➦í➸ s✐t❡✳ ■♥ ❣r❛♣❤s ❛r❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞
❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❯❚✳ ❋✐rst ❛r❡ ✉s❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧s ✭❜❧✉❡✮
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡
❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋r♦♠ t❤❡ ❘▼❙❊ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❧♦s❡r
t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛❜ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ t❤❡ ❘▼❙❊ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✷✼✳✾ µg cm−2 t♦ ✶✺✳✼ µg cm−2✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❆■ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡❞
❢r♦♠ ✸✳✺ m2 m−2 t♦ ✷✳✽ m2 m−2 ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s✱ t❤❡ ❈❛❜ ♠❛♣ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛♣s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ▲❆■ ♠❛♣ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥ t❤❛♥
t❤❡ ♠❛♣ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ✈❛❧✉❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳
❉❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ▲❆■ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜✐❧✐t② ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▲❆■




❚❤❡ ❧❛st ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✇❛s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■✱ ❛❢t❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ✜❡❧❞ ❞❛t❛ ♦❢ ❜♦t❤ ❝❛♥♦♣②
tr❛✐ts ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❙❡♥t✐♥❡❧✲✷ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ ✇❛s
✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❉❆❘❚ t✉r❜✐❞ tr❡❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❛s
❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■ ♠❛♣s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❛t❛ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ r♦♦♠
❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡♥t✐♥❡❧✲✷ ✐♠❛❣❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝
❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s st✉❞②✱ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥✐s♦tr♦♣②
♦❢ ❛ s♣r✉❝❡ ❝❛♥♦♣② ❍❉❘❋✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❝❛♥♦♣② r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
♦♥ st❡❡♣❡r s❧♦♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣♦s✐t✐♦♥s ✭♥♦rt❤❡r♥ ✈s✳ s♦✉t❤❡r♥ s❧♦♣❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐❧❧♣♦st♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❖t❤❡r
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ s✐♠✉❧❛t❡❞ ▲❯❚ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ s✉❝❤ ❛s ❦♥♦✇♥ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❝❛♥♦♣② ❝♦✈❡rs ❛♥❞✴♦r ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ r❛♥❣❡s ♦❢ ❢r❡❡ ✭s❡❛r❝❤❡❞✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❈❛❜ ❛♥❞ ▲❆■✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡q✉✐r❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❉❆❘❚ ▲❯❚s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r❡st t②♣❡s✳ ❚❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♣r❡✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❢♦r❡st t②♣❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❛t ♠✐s❝❧❛ss✐✜❡❞ ❢♦r❡st t②♣❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ▲❯❚ ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ❡rr♦rs
t❤❡♥ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✽✽
✹ ⑤ ❙②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s✉♠♠❛r✐③❡s ♠❛✐♥ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❢♦r ❢✉t✉r❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢♦r❡st r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳
✹✳✶ ▼❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✸❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ◆♦r✇❛② s♣r✉❝❡ tr❡❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❡rr❡str✐❛❧
▲✐❉❆❘ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✱ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝r❡❛t❡❞✳ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②
❝♦rr❡❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞❧❡ s❤♦♦ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ tr❡❡ ❝r♦✇♥s✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❛t t❤r❡❡ str✉❝t✉r❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s❤♦♦t✱
tr❡❡ ❝r♦✇♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥♦♣②✳ ❆❝❤✐❡✈❡❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤♦♦t ♠♦❞❡❧ ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❛s s✐♠♣❧❡ ✶✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ ♠♦❝❦✲
✉♣ ②✐❡❧❞❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦✉t♣✉ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
s✐♠♣❧❡r s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❇❡s✐❞❡s ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❝❛♥♦♣② ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ❧❡❛❢
❛r❡❛ ✐♥❞❡① r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ ❉❆❘❚ ▲❯❚ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤✐s ✇♦r❦
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ♥❡✇ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❚r✐❣❣❡r❡❞ ❜② ♥❡❡❞s ♦❢ t❤✐s st✉❞②✱
❉❆❘❚ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t✉r❜✐❞ ❝❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧ ✜❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ❉❆❘❚ ❝♦❞❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
✹✳✷ P♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡❡❞❧❡
s❤♦♦t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✇❛s r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♦❧❞❡r
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts ❤❛♥❞❧✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s
♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ r❡❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡❡❞❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇♦♦❞❡♥ t✇✐❣✳
❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s❤♦♦t ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❣❡ ❛♥❞ str❡ss
✐♠♣❛❝ts✳ Pr❡❝✐s❡ ✸❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦♦t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣✳
❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ s❤♦♦t t②♣❡s ✇❡r❡ r❡❝r❡❛t❡❞ t❤✐s ✇❛②✱ ✐t ✇❛s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❛❧❧ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥❡❞ s❤♦♦ts ❝♦♥t❛✐♥ ❣❛♣s✱ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t✐♠❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❉❆❘❚♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❝❡ss
tr❡❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❤♦♦t ♠♦❞❡❧s s♦♦♥✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r❡st s❝❡♥❡s ❡♥t✐r❡❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ ❛✐r❜♦r♥❡ ❧❛s❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ s✐t❡✲s♣❡❝✐✜❝ tr❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
❘❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ s❝❡♥❡s ❝♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ r❡tr✐❡✈❛❧s ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❘❙ ❞❛t❛ ❢✉❧❧② ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② s✐t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ♠♦❞❡❧s ♦❢ tr❡❡s
✐s ✐ts ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❝♦♥✐❢❡r♦✉s ♦r ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r t♦ ❜r♦❛❞❧❡❛❢ tr❡❡ s♣❡❝✐❡s✳
✽✾
✹✳✸ P♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❡tt❡r ❧✐❣❤t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡ ❝r♦✇♥s ♦r ✇❤♦❧❡ ❝❛♥♦♣✐❡s✳
❋r♦♠ ❘❙ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✐ss✉❡s ✐♥ ❝♦♥✐❢❡r♦✉s ❢♦r❡st ❝❛♥♦♣✐❡s ✐s t❤❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣
♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ ♥❡❡❞❧❡s✱ t♦ s❤♦♦ts ❛♥❞ t♦ ❝❛♥♦♣✐❡s✳ ❋r♦♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡❡❞❧❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s❤♦♦ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ s❤♦♦ts
❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✐❢❡r♦✉s ❢♦r❡st ❝❛♥♦♣✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣ ❞❡♠❛♥❞
t♦ ❦♥♦✇ s❤♦♦t ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ✭❙t❡♥❜❡r❣ ✶✾✾✻✱
❙♠♦❧❛♥❞❡r ✫ ❙t❡♥❜❡r❣ ✷✵✵✸✱ ❘❛✉t✐❛✐♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❛♥❞ ▼õtt✉s ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✮✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧
❢♦r❡st r❡✢❡❝t❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❤❛♥❞❧❡ s❤♦♦t ❧❡✈❡❧ ❝❧✉♠♣✐♥❣
❜② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝❧✉♠♣✐♥❣ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ s✐♠✉❧❛t❡s
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝❛♥♦♣② ❛t ✜①❡❞ ▲❆■ ✭❙♠♦❧❛♥❞❡r ✫ ❙t❡♥❜❡r❣
✷✵✵✸✮✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞
❜❡tt❡r ❧✐❣❤t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧✐❛❣❡ ❝❧✉♠♣✐♥❣✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✸❉ s♣r✉❝❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ r❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥✲
❣✉❧❛r ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐ss✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥t ❝❡❧❧✉❧❛r ♣❤♦t♦✲
s②st❡♠s ■ ❛♥❞ ■■✳ ❘❡s✉❧ts✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ♦❢ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ P❤♦t♦s②♥t❤❡s✐s
❛♥❞ ❱❡❣❡t❛t✐♦♥ ❙t❛t✉s ❲♦r❦s❤♦♣ ✭▼❛❧❡♥♦✈s❦ý ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼✮✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛ str♦♥❣ ❛♥❣✉❧❛r
❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ t♦♣✲♦❢✲❝❛♥♦♣② ❝❤❧♦r♦♣❤②❧❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛✉s❡❞ ❜② s✐③❡✱ s♣❛t✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②
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